LOCALISATION DE FAISCEAUX CARACTERES
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REsUME. Nous obtenons une formule pour les valeurs de la fonction caracté-
ristique d’un faisceau caractére en fonction de la théorie des représentations de
certains groupes finis, liés au groupe de Weyl. Cette formule, qui généralise des
résultats antérieurs de Moeglin et de Waldspurger, dépend de la connaissance
de certains sous-groupes réductifs admettant un faisceau caractére cuspidal.
Dans un second temps, afin de rendre la formule plus explicite dans le cas d’un
groupe quasi-simple, nous déterminons ces sous-groupes a conjugaison preés.

ABSTRACT. We obtain a formula for the values of the characteristic function of
a character sheaf, in terms of the representation theory of certain finite groups
related to the Weyl group. This formula, a generalization of previous results
due to Meeglin and Waldspurger, depends on knowledge of certain reductive
subgroups that admit cuspidal character sheaves. For quasi-simple groups, we
make the formula truly explicit by determining all such subgroups upto conju-
gation.

1. INTRODUCTION

Introduits par Lusztig dans [8], les faisceaux caractéres fournissent une approche
géométrique de la théorie des caractéres des groupes finis de type de Lie. Nous en
rappellerons la construction a la section 2 (voir en particulier la Définition 2.1).

Soit k la cloture algébrique d’un corps fini Fy. Fixons un nombre premier ¢
différent de la caractéristique p de F,. Soit G un groupe algébrique réductif connexe
sur k et défini sur IF;. Les faisceaux caractéres sur G sont certains faisceaux pervers
sur G, qui sont G-équivariants (pour laction par conjugaison de G sur lui-méme)
dans la catégorie D%(G, Q) (catégorie “dérivée” bornée des complexes de faisceaux
constructibles sur G). Nous notons G = GI" le groupe (fini) des éléments de G
fixés par I’endomorphisme de Frobenius F' associé a la structure F,-rationnelle de
G. Parmi les faisceaux caractéres A sur G, nous nous intéressons a ceux qui sont
F-stables, i.e., tels qu'il existe un isomorphisme ¢: F*A = A. Le but du présent
article est d’obtenir une formule du caractére pour un faiceau caractére F-stable
arbitraire. Plus précisément, a tout couple (A, ¢) comme ci-dessus est associée une
certaine fonction centrale sur le groupe G, appelée la fonction caractéristique de
(A, ¢) et notée xa4 (voir 'équation (21) pour un rappel de la définition). Nous
obtenons une formule pour la valeur de x 4,4 en un point arbitraire de G.
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Les ingrédients pour 'obtention d’une telle formule sont les suivants :

e [’élément de GG en lequel la fonction est calculée : ov, ot o est un élément
semi-simple de G et v est un élément unipotent de G' qui commute a o.

e Les données qui spécifient le faiceau caractére considéré. Ce sont

— un triplet t := (L, X%, ), composé d’un sous-groupe de Lévi L d’un sous-
groupe parabolique P de G, de I'image réciproque ¥ dans L d’une classe
de conjugaison de L/Z°(L) (ou Z°(L) est la composante neutre du centre
de L), et d’un systéme local cuspidal £ sur ¥, qui détermine la “série de
Harish-Chandra” a laquelle le faiceau caractére appartient ;

— une représentation irréductible E du groupe d’inertie WS de t, lequel est
défini comme le quotient par L de ’ensemble des éléments n de G qui
vérifient ad(n)t = t. (Nous étudions le groupe W& en détail a la section 4.)

La donnée du couple (t, F) détermine un faisceau caractére Ag sur G.

e Afin d’obtenir une fonction caractéristique pour Ag, des données spécifiant
I’action du Frobenius. La premiére condition est que L et P soient F-stables. En
revanche, le couple (X,€) n’est pas F-stable en général, et il est nécessaire de
considérer la WS-classe Z& des éléments 2 tels que (F o ad(z))t = t. Pour un
tel z, soit t* := ad(g)(t) = (L*,X* &%), on z = F~1(g71)g. Le triplet tordu
t* est F-stable (notons que le sous-groupe parabolique P# n’est pas F-stable en
général), ce qui permet de choisir une structure mixte sur le complexe induit
indS. (IC(¥#, £7)[dim %7]). Laquelle structure mixte permet & son tour de définir
une fonction caractéristique x4, pour tout composant Agr dudit complexe induit.

e Des données faisant intervenir a la fois 1’'élément ov et le faisceau caractére
Apg. Celles-ci sont obtenues en considérant les éléments = de G tels que Loz soit
la partie semi-simple d’'un élément de 3*. Pour un tel x, nous considérons le tore
TH = 2Z°(L*)z~! de H := Zg(0) (ou Zg (o) désigne la composante neutre du
centralisateur dans G de ) ainsi que son centralisateur M, := Zg (TH) dans H.

Nous choisissons alors des représentants des orbites sous 1’action de conjugaison
par H des M. Nous notons ces représentants My, , M,, ..., M, .

Fixons j € {1,...,r}. Le tore Tg étant F-stable, soit a; := g;lF(gj) un
élément de Ng(L)/L. L’application h — g;lhgj, définissant un plongement du
groupe Ng(M,,) dans Ng (L), induit une application ¢;: Wi (M, ) — Wg(L), ou
Wx(Y) :=Nx(Y)/Y. L’application ¢; transporte I’action de F en celle de a; F.

Le couple cuspidal (X7, £%) induit un couple cuspidal sur M; et donc une fonction
de Green généralisée qui conduit a son tour & une fonction QY sur la variété
unipotente de H associée a une représentation irréductible E’ de Wg (M, ).

La formule du caractére que nous obtenons (c¢f. Théoréme 6.8) s’exprime en
fonction d’une formule (¢f. (37)) de type Mackey généralisée entre les sous-groupes
WtG et WH(MQJ)

Le cas particulier correspondant a o = 1, dt a Lusztig (cf. [9]) a été 'un des
ingrédients essentiels de [1]. Le cas correspondant aux faisceaux caractéres dans
la série unipotente G1 a été obtenu par Shoji en [14, Lemma 4.5|. Des formules
générales pour les groupes symplectiques et spéciaux orthogonaux figurent dans les
travaux de Mceglin et Waldspurger. Notre formule en est inspirée (en particulier
de [16, Proposition 7.2]) et notre démonstration est une combinaison de [10, Pro-
position 2.16] et [16, Lemme 7.1|. Notre résultat est cependant moins explicite que
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dans loc. cit. dans la mesure ol nous n’avons pas totalement explicité les structures
mixtes concernées.

Dans les cas considérés dans [9], [14], [10] et [16], Uentier r se trouve étre toujours
égal & 1. Nous démontrons au théoréme 7.2 que si le groupe G est semi-simple, quasi-
simple, et différent de PSp,,,, PSO2,, $Spiny,, et E, alors r est égal a 1, et que
si G est 'un de ces quatre groupes, alors r vaut 1 ou 2, le cas r = 2 se produisant
effectivement.
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2. RAPPELS SUR LES FAISCEAUX CARACTERES

Soit k la cloture algébrique d'un corps fini F,, de caractéristique notée p, et
soit G un groupe algébrique réductif connexe sur k£ qui est défini sur F,. Nous
noterons F' I'endomorphisme de Frobenius associé a la structure F,-rationnelle de
G et G = G le groupe (fini) des points de G fixés par F.

Si g et h sont des éléments de G et K un sous-groupe de G, nous poserons
IK := gKg~! et g" := h™'gh. Nous fixons un sous-groupe de Borel B (dont nous
notons U le radical unipotent) de G ainsi qu’un tore maximal T C B. Soit W :=
Ne(T)/T le groupe de Weyl de G relatif a T. Si w € W, nous en notons w un
représentant dans Ng(T).

Un systéme local £ sur T est dit Kummerien s’il existe un entier positif n,
inversible dans k, tel que £&" = Q,. Nous noterons S(T) I’ensemble des classes
d’isomorphisme de systémes locaux Kummeriens de rang 1 sur T. Soient G* un
groupe dual de G et T* un tore dual de T contenu dans G*. Nous fixons une fois
pour toutes un isomorphisme de groupes abstraits S(k*) = k£, lequel induit un
isomorphisme

(1) Ar: S(T) = T

Un élément w de W peut étre considéré comme un automorphisme w: T — T en
posant w(t) := Wt~ (¢t € T). Le groupe W agit sur S(T) par w: L +— (w™1)*L,
ott (w~1)* désigne la prise de I'image réciproque sous w=1: T — T.

Soit £ € S(T). Nous posons
(2) We=Wg ={weW : (w ) L=CL}.
Ce groupe est noté W en [8, (2.2.1)].

Soit B la variété des sous-groupes de Borel de G et, pour w € W, soit O(w) la
sous-variété de B x B définie par

O(w) := {(B",B") € Bx B : ilexiste g € G tel que ‘B’ = B and ‘B” = “B} .

Soient

Y, ={(9,B)e GxB: (B B)eOw))}
et my: Yy, — G le morphisme défini par la premiére projection : m,(g, B’) := g.
Posons

Y, == {(9,hU) € G x (G/U) : ¢g" € BuB}.
Soit pr,,: BwB — T l'application définie par
pr, (wity’) :=t, pour u,u’ € Uett e T.

L’application (g, hU) + pr, (¢") de Y,, vers T est T-équivariante & 1’égard a la fois
de Paction to: (g, hU) + (g, hty }(U)) de T sur Y,, et de Paction to: t — (t@tty")
de T sur lui-méme. Par conséquent, si £ € S(T) et w € W, I'image réciproque L
de £ sous l'application Y,, — T est T-équivariante. L’application Y,, — Y,, définie
par (g,hU) — (g,"B) étant une fibration principale de groupe T (pour l'action
définie ci-dessus de T sur Yw), il existe un unique systéme local de rang 1, £ sur
Y., dont I'image réciproque sous Y, — Y, est L. La classe d’isomorphisme de L ne
dépend pas du choix du représentant @w de w. Nous posons, pour w € W :

(3) Ky = (mo)L € DG, Qo).
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Définition 2.1. [8, Definition 2.10, Prop. 2.9.(a)] Les faisceauz caractéres sur G
sont les faisceaux pervers irréductibles sur G qui sont des constituants des PH*(K%),
pour L € §(T), we W et i € Z.

En particulier, les faisceaux caractéres sur le tore T sont les faisceaux pervers
L[d] (L€ S(T)),oud=dimT.

Nous noterons G I'ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux caractéres
sur G. Pour £ € §(T) fixé, nous noterons G Pensemble des classes d’isomorphisme
de faisceaux caractéres qui sont des constituants des PH!(KZ%) pour w € Wy et
i € Z. L’ensemble G/ est fini et dépend seulement de la W-orbite de £ dans S(T)
[8, 2.10]. Les ensembles G forment une partition de G [8, 11.2].

Soit P un sous-groupe parabolique de G, de radical unipotent noté Up et de
sous-groupe de Lévi L. Soient 7p: P — L et tp: P — G respectivement la pro-
jection et l'inclusion canoniques. Suivant [8, § 3.8], nous définissons le foncteur
resgep: D2(G, Q) — DY(L, Q) par

resp p(A) := (7p)ip A (dim Up).

Le foncteur de “restriction parabolique” ci-dessus permet de définir une notion de
cuspidalité pour les faisceaux caractéres : un faisceau caractére A sur G est cuspidal
si, pour tout sous-groupe parabolique propre P de G de sous-groupe de Lévi L, on
aresP p A =0 dans DY(L,Qy) (cf. [8, (7.1.1),(7.1.5),(7.1.6)]).

Un foncteur d*induction parabolique” indf p est construit en [8, § 4.1]. Nous
rappellerons & la section 5 la construction de I'induit parabolique d’un faisceau
caractére cuspidal. L’une des propriétés importantes de ce dernier est le fait suivant
(cf. [8, Theorem 4.4]) : pour tout faisceau caractére A sur G, il existe un sous-groupe
parabolique P de G de sous-groupe de Lévi L et un faisceau caractére cuspidal Ag
sur L tels que A soit un facteur direct de indfp(Ao).

3. CLASSIFICATION DES SOUS-GROUPES DE LEVI ADMETTANT UN FAISCEAU
CARACTERE CUSPIDAL

Supposons G semi-simple et quasi-simple. Nous déterminons dans cette section la
liste des sous-groupes de Lévi de G (& conjugaison prés) qui admettent un faisceau
caractére cuspidal. Il n’y a rien d’original ici : Lusztig a donné trés explicitement
en [8] la liste des groupes quasi-simples qui admettent un faisceau caractére cuspidal,
et il a également indiqué en loc. cit. un procédé pour déterminer si un groupe
réductif donné en admet un ou non. Nous nous contentons d’effectuer ce procédé.

Rappelons les étapes de ce procédé maintenant. Soit K un groupe réductif, et
soit x un caractére du groupe des composantes de son centre Z(K)/Z°(K). Soit
Kg I’ensemble des faisceaux caractéres cuspidaux sur K, & isomorphisme preés, sur
lesquels Z(K)/Z°(K) agit par x.

— Si K est semi-simple et quasi-simple, Lusztig a déterminé explicitement pour

chaque y si Kg est vide ou non vide.

— Si K est produit direct des groupes semi-simples et quasi-simples, K = K; x
-+ x Ky, alors K9 est non vide si et seulement si <Ki)?<|x. est non vide pour
tout i. '

— Si K est un quotient central d’un produit direct K des groupes semi-simples
et quasi-simples, soit 7: K- K I’application quotient. Alors IA{(;( est non vide

si et seulement si Kgoﬂ est.
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. —
— Si K est non semi-simple, alors K9 est non vide si et seulement si (K/Z°(K))
Pest.
(En fait, il est également possible d’obtenir un paramétrage explicite de K?( au
moyen de ce procédé, mais nous n’en aurons pas besoin dans la suite.) '
Les observations suivantes nous seront utiles :

Lemme 3.1. Tout sous-groupe de Lévi d’un groupe algébrique quasi-simple posséde
au plus un facteur quasi-simple de type différent de A.

Démonstration. Le graphe de Dynkin d’un groupe quasi-simple et non de type A
doit contenir soit une aréte de multiplicité 2 ou 3, soit un nceud de valence 3. Chaque
graphe de Dynkin simple contient au plus une telle aréte ou un tel noeud. (]

Corollaire 3.2. Si G est quasi-simple et a centre connexe, alors tout sous-groupe
de Lévi L admettant un faisceau caractére cuspidal est quasi-simple et non de type

A.

Les résultats de la classification sont résumés dans la Table 1. Pour chaque sous-
groupe de Lévi L qui posséde un couple cuspidal (X, €), nous indiquons dans la
troisiéme colonne le type du groupe M = Z7 (0), ot ¢ € Y. Lorsque L posséde
plusieurs couples cuspidaux, il y a plusieurs possibilités pour M. A désigne 1'en-
semble des nombres triangulaires, et [J désigne ’ensemble des nombres carrés.

Les cas ou la caractéristique est 2 et L = G est de type F4y ou Eg ne sont
pas traités dans la table. Ce sont les seuls cas pour lesquels ’hypothése de netteté
(“clean” au sens de Lusztig) n’est pas encore connue (voir [11]).

3.1. Quotients du groupe spécial linéaire. Le centre de SL,, 1 est cyclique de
cardinal (n+1),/, ott (n+1),s est le plus grand diviseur de n+1 que p ne divise pas.
Soit d un entier qui divise (n + 1),/, et notons uy le sous-groupe cyclique central
de cardinal d. Tout groupe semi-simple et quasi-simple de type A,, est isomorphe &
SL,,+1/pq pour un certain d.

D’autre part, tout sous-groupe de Lévi de SL,,+1 est de la forme

S(GLy, x -+ x GLy,), oung+---+n;=n+1,

et ou S(-) désigne le sous-groupe des éléments de déterminant 1. Son centre a
pged(na, ..., nj)p composantes, et son image dans SL,,1/pq a pged(na, ..., nj, (n+
1),/ /d) composantes.

Un groupe de type A, admet un faisceau caractére cuspidal si et seulement si son
centre admet un caractére d’ordre n+ 1. Pour que I'image de S(GLj, x -+ x GLy,;)
dans SL,,11/pq admette un faisceau caractére cuspidal, alors, il faut et il suffit que
n; divise pged(ni,...,nj, (n+ 1), /d) pour tout i. Mais cela implique que

ny =---=mn; =pged(ni,...,n;, (n+ 1)y /d).

Posons r =mn; —1 = --- = n; — 1. Alors on voit que  + 1 divise (n + 1),/ /d, et
que j = (n+1)/(r +1). On conclut qu’un sous-groupe de Lévi admet un faisceau
caractére cuspidal si et seulement s’il est de type

AL x oo x AL ot (r+1)| (n+1)y/d.
—_—————
(n+1)/(r 4+ 1) facteurs
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TABLE 1. Sous-groupes de Lévi admettant un faisceau caractére cuspidal
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3.2. Les groupes classiques. En caractéristique 2, tout groupe classique est iso-
morphe au groupe adjoint du méme type. Ces groupes-la seront considérés dans la
prochaine section ; pour le moment nous supposons que p # 2.

Considérons d’abord les groupes spéciaux orthogonaux impairs SOg, 1. Il est
bien connu que tout sous-groupe de Lévi L de SOg,, 41 est de la forme SOqp 41 X
GLy, X -+ x GL,,, ou (2k 4+ 1) 4 2ny + --- 4 2n; = 2n + 1. Mais GL,,, n’admet
pas de faisceau caractére cuspidal sauf si n; = 1, et donc pour que L en admette
un, il doit étre de la forme SOgxy1 X S, ot S est un tore. En particulier, on a
L/Z°(L) ~ SOg+1, et Lusztig a décrit en [8, §23.2 (c)| des conditions nécessaires
sur k pour que le groupe SOqf 1 admette un faisceau caractére cuspidal.

Pour G = Sp,,,, le méme argument permet de se ramener a [8, §23.2(b)] ; et pour
G = S0y, & [8, §23.2(d)].

3.3. Les groupes adjoints de type classique. Selon le Corollaire 3.2, il suffit
de considérer les sous-groupes de Lévi L qui sont quasi-simples et du méme type
que G. Si G = PSp,,, (resp. G = PSO,,), alors il s’ensuit que L/Z°(L) ~ PSp,
(resp. L/Z°(L) ~ PSOy) pour un certain k& < m (rappelons que L est a centre
connexe). Si p # 2, on se référe a [8, §23.2(a),(c)] pour trouver les conditions
necessaires sur k. Si p = 2, les résultats analogues se trouvent en [8, §22].

3.4. Les groupes Spin et %Spin. Considérons d’abord le groupe Spin,, ;. Son
centre est de cardinal 2, et donc a priort il est possible qu’un sous-groupe de Lévi
contenant des facteurs de type A; puisse admettre un faisceau caractére cuspidal.
Notons P son réseau des poids, et ) son réseau radiciel. On peut identifier () avec
7", et P avec le réseau engendré par () et I’élément

A=(33003)
Posons
e; =(0,...,0,1,0,...,0) (1 dans la i-éme coordonnée),
et prenons {e; —eg, €2 —e3, ..., €,_1 —€y, e, + comme ensemble des racines simples.

Soit L un sous-groupe de type By x (A1)7. On peut supposer que I’ensemble des
racines simples de L est

{61 — 62} U {83 — 64} U---u {€2j_1 — €2j} U

{en—k+1 —€n—k4+2,€n—k+2 — En—k4+3,-..,En—1 — €En, en}a

oun—k+1> 2j. Le groupe Z(L)/Z°(L) posséde un caractére non trivial si et
seulement si un multiple de A appartient au réseau radiciel de L. Il est donc clair
que Z(L) est non connexe si et seulement si 2j = n — k. Ensuite, si 2j = n — k,
alors L admet un faisceau caractére cuspidal si et seulement si le groupe Sping ¢
en admet un. Pour ce dernier, Lusztig a donné les conditions sur & en [8, §23.2 (e)].
Les arguments pour les groupes Spin,,, et %SpinQn sont semblables. Pour ceux-ci,
on peut identifier le réseau radiciel Q) avec Uensemble {(mq,...,my,) € Z™ : > m; €
2Z}. Le réseau des poids P de Spin,,, est engendré par @ et les deux éléments

)‘:(%a%a"', ) et M:(O,,O,l)

N[



LOCALISATION DE FAISCEAUX CARACTERES 9

G | L

E¢ | D4,Ds5, Eg

E7 | D4, D5, Dg, Eg, E7

Eg | D4, D5, Dg, D7, Eg, E7, Eg
Fy | B2,B3,C3,Fy

Ga | Go

TABLE 2. Sous-groupes de Lévi quasi-simples et non de type A
dans les groupes exceptionnels

Le réseau des poids de %SpinQn est engendré par (Q et A seul. L’ensemble des racines
simples est {e; —e2,ea—e€3,...,€p_1—€p,€n_1+€,}. Considérons d’abord un sous-
groupe de Lévi L de type Dy x (A1), dont les racines simples sont

{61 — 62} U {63 — 64} U---u {62j71 — 62j} U
{en7k+1 — €n—k+2,6n—k+2 — €n—k+4+3,---,6n—1 — €En, en},

oun—k+1>2j. Le poids pu ne joue aucun role dans la question, car le caractére
du centre de G correspondant est de restriction nulle aux facteurs de type Aj.
Quant & A, le méme calcul qu'on a fait pour Spin,,,; montre qu’il donne lieu
a un caractére non trivial de Z(L)/Z°(L) si et seulement si 2j = n — k. Si G =
Spin,,, (resp. $Spin,,, ), son sous-groupe de type Dy x (A1) ~#)/2 admet un faisceau
caractére cuspidal si et seulement si Spiny;, (resp. 3Spin,,) en admet un. Pour ce
dernier, voir [8, §23.2(e),(f)].

Enfin, si n est impair, le centre de Spin,,, est cyclique de cardinal 4; en effet,
P/Q est engendré par 'image de A, et on a 2XA = p (mod Q). On est donc obligé
de considérer aussi les sous-groupes de Lévi L contenant des facteurs de type Ajs.
Pourtant, le calcul du paragraphe précédent montre que le caractére du centre
correspondant & p est toujours de restriction nulle aux facteurs de type A. Par
conséquent, bien que le caractére correspondant & A soit d’ordre 4, sa restriction
aux facteurs de type A n’est que d’ordre 2. Un tel L n’admet donc pas de faisceau
caractére cuspidal.

3.5. Les groupes adjoints de type exceptionnel. D’aprés le Corollaire 3.2, il
suffit de considérer les sous-groupes de Lévi quasi-simples et non de type A. Tous
les tels groupes sont indiqués dans la Table 2.

Parmi ceux-ci, les groupes adjoints de type Bs, Cs, D5, Dg, D7 n’admettent pas de
faisceaux caractéres cuspidaux [8, §22,§23.2(a),(c)]. Tous les autres en admettent au
moins un. Les groupes de type Bs et Dy en caractéristique 2 sont traités en [8, §22],
et en caractéristique impaire dans la Proposition 23.2(c) de loc. cit.. Pour la liste des
M possibles dans Eg, E7, Es, Fy, Go, respectivement, voir les Propositions 20.3(a),
20.3(c), 21.2, 21.3, 20.6 de [8].

3.6. Le groupe simplement connexe de type Eg. Sip =3, E§° est isomorphe
a E2d. Supposons donc que p # 3. Puisque le centre de E§¢ est de cardinal 3, on
sait que pour tout sous-groupe de Lévi L, le cardinal de Z(L)/Z°(L) vaut soit 1,
soit 3. Parmi les sous-groupes figurant dans la Table 2, ceux de type D4 et D5 sont
a centre connexe (parce quun groupe quasi-simple de type D ne peut pas avoir un
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centre possédant trois composantes) et donc ont déja été traités. Pour EF° lui-méme,
voir [8, Proposition 20.3].

Nous devons maintenant considérer les sous-groupes de Lévi non quasi-simples
contenant un facteur de type As. Il y en a deux, de types As et Ay X As. Un calcul
semblable & ceux que ’on a fait pour les groupes Spin montre que le sous-groupe de
Lévi de type As est a centre connexe. (Il suffit de vérifier, d’apreés les descriptions
en [3] des réseaux de poids et des réseaux radiciels, qu’il n’existe pas de poids qui
n’est pas dans le réseau radiciel de As mais dont un multiple y est). En revanche,
le centre de As X As a trois composantes, et donc ce groupe-la admet un faisceau
caractére cuspidal.

3.7. Le groupe simplement connexe de type E;. Sip =2, E¥® est isomorphe
a E%d. Supposons donc p impair. Le centre de E3° est alors de cardinal deux. Il n’est
pas donc aussi facile que dans le cas de E§° de conclure que les divers sous-groupes
propres de Lévi figurant dans la Table 2 ont centre connexe. Il faut plutot vérifier ce
fait dans chaque cas par un calcul dans le réseau des poids, en utilisant les données
de [3].

Des calculs semblables montrent que le seul sous-groupe de Lévi (a conjugaison
prés) contenant des facteurs de type A; et possédant un couple cuspidal est celui
de type A; x Ay X A qui correspond au graphe suivant :

[ ]
0707670707.

(E=° posseéde plusieurs sous-groupes de Lévi non conjugués de type A; x Ay x Aj.
Les autres sous-groupes de ce type n’ont pas de faisceaux caractéres cuspidaux).

4. GROUPES D’INERTIE

Soit L un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique P de G, admettant
un faisceau caractére cuspidal. Nous notons Lge, le groupe dérivé de L et T la com-
posante neutre Z°(L) du centre de L (donc L = Zg(T1)). Les faisceaux caractéres
cuspidaux sur L peuvent étre décrits de la maniére suivante (cf. [8, Prop. 3.12]).
Soit Ag un faisceau caractére cuspidal sur L. Il existe une classe de conjugaison O de
L/T,, d’image réciproque dans L sous la projection naturelle L — L/T; notée %,
ainsi qu’un systéme local irréductible £ sur X, image réciproque, sous ’application
naturelle L — L/Lge, X L/Ty, de £L'KE’, ou L est un systéme local Kummerien
de rang 1 sur le tore L/Lge, et £ est un systéme local irréductible L-équivariant
(pour l'action de conjugaison) sur O, tels que

Ay = IC(E, €) [dim =],

étendu a I'ensemble de L par 0 sur le complémentaire dans L de 'adhérence X de ¥
(autrement dit Ay est 'extension perverse de £ & L). Le couple (3, £) est cuspidal
au sens de [7, 2.4].

Nous posons t := (L, 3, €) et

4) WE = {n €Ng(L) : n¥n~' =%, ad(n)*€ = E} /L.

Le but de cette section est de décrire le groupe W&, appelé le groupe d’inertie de t,
et en particulier de démontrer qu’il est produit semi-direct d’un groupe de Coxeter
fini par un groupe abélien fini (un tel groupe est appelé un groupe de Cozeter (fini)
étendu).
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4.1. Description comme groupe de Coxeter étendu. Notons ¢ le systéme
de racines de G relatif & T. Soit B D T un sous-groupe de Borel de G contenu
dans P et soit ®+ C ® le sous-ensemble des racines positives correspondant. Nous
désignons par IT une base de ®.

Soit J C II le sous-ensemble de IT correspondant & L (i.e., , L est engendré par
T et les sous-groupes radiciels U, ot a € J). Notons V' Pespace vectoriel réel sur
lequel le groupe W agit via sa représentation naturelle et V; le sous-espace de V'
engendré par les racines appartenant & J.

Si @ € @ est une racine telle qu’il existe w' € W avec w'(J U {a}) C 1I, alors
J U {a} est un ensemble de racines fondamentales pour le systéme de racines qu’il
engendre et le sous-groupe de réflexions correspondant contient un élément w yyq}
vérifiant w juqay (JU{a}) = —JU{—a} (I'unique élement de longueur maximale de
ce sous-groupe). De méme, soit w; I’élement de longueur maximale du sous-groupe
de W engendré par les réflexions correspondant & J (i.e., le groupe WT). Nous
poserons alors

v(a, J) == wugay - Wy
Nous définissons
il existe w’ € W tel que w'(J U {a}) C II,

(5) L= {a € v(a,J) € WE et v(oE, J)2{:}i } ’

Iy =Tnd",  Q:={weW? :wl{ cIf}
(I)tZ:{a+VJ:O[€Ft},
et notons W& le sous-groupe de W& engendré par les v(a, J) pour o € I'y.

Proposition 4.1. Le groupe WE est un sous-groupe de réflexions normal de WE,
de systéme de racines ®. Le groupe WE est le produit semi-direct de WS par Q) :

WtG = V_VtG X Qt.
Démonstration. On vérifie que W& est normal dans WE&. Pour cela il suffit de

remarquer que I'y est stable par WE. Or, W& = {w e W : w(J) = J} (cf. par
exemple [4, Cor. 3]). Soient a € Ty et w € WE. On a donc

v(w(a), J) = v(w(a),w(J)) = wv(a, J)w™? .
Donc :
ww N (JU{w(a)}) = w'w H(w] U{wa)}) =w'(JU{a}) C I,

v(w(a),J) € WE et v(w(a), J)? =1, ie., w(a) € Ty
D’autre part, posons

G il existe w’ € W tel que w'(J U {a}) C1I,
'y = {ae@ : ot U(Q’J)Qz(l {o) }
et

¢ :={a+V; : acTL}.

D’aprés [4, Theorem 6], <I>E’" détermine un systéme de racines dans un sous-espace
du quotient V/V;. Montrons que @ est un sous-systéme de ce systéme de racines.
Soient o, 3 € Ty. Puisque v(a,J) € WE, on a v(a, J)(B8) € T'y. Il s’ensuit que
v(a, J)(B+ V) € ®¢. Donc @, est un sous-systéme de ®E.

Le groupe de Weyl du systéme @E, noté V_VE , est le groupe engendré par les
v(a, J) pour a € ®E ([4, Theorem 6]). Le groupe de Weyl du sous-systéme @ est
donc le sous-groupe de WE engendré par par les v(a, J) pour a € Ty, i.e., le groupe
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WE. Autrement dit, W est un groupe de réflexions de systéme de racines ®. Il
suffit alors d’appliquer [4, Lemma 2]. O

4.2. Interprétation duale. Cette sous-section n’est vraiment compléte que dans
le cas o le centre de G est connexe et est alors due a Lusztig et Shoji. Nous
n’utiliserons pas les résultats de cette sous-section dans la suite de l'article, mais
il nous a paru utile de les mentionner afin, d’'une part, d’aider & une meilleure
compréhension du groupe WtG et, d’autre part, a souligner le paralléle existant
entre ce groupe et le groupe Wﬁ; que nous introduirons plus tard.

Soit £ € S(T) tel que Ay € L. Nous posons

(6) WSL ={weNw@) : (W' L=L}/{weWy : (w ) L~L}.

Lemme 4.2. Le groupe WtG est contenu dans WSD Si, ou bien L. contient un
unique faisceau caractere cuspidal (ce qui est le cas en particulier si le centre de G

est connexe et G est de type classique), ou bien L est de type exceptionnel, alors
W& = WE -

Démonstration. Nous commengons par démontrer l'inclusion. Soit w € WE&. Nous
choisissons un représentant w de w dans Ng (L). L’élément w envoie L. sur ]il(wfl)*ﬁ.
D’autre part, puisque w € Wtc' ,on a ad(w)*Ag ~ Ay. Par conséquent, Ay appar-
tient a la fois a Lz et a ]/il(wfl)*[,. Il résulte alors de [8, Prop. 11.2] que les systémes
locaux £ et (w™!)*L appartiennent & la méme Wiy,-orbite dans S(T), i.e., il existe
w' € Wy, tel que ad(ni’)*L ~ £. Autrement dit, le groupe W& est contenu dans
WE .

Soit maintenant w € Wf’ . et soit w un représentant de w dans Ng(L). L’en-
semble L. est stable sous ad(w). D’autre part, ad(i)Ag est un faisceau caractére
cuspidal, puisque Ag en est un. Si Ay est 'unique faisceau caractére cuspidal ap-
partenant & fJL, on a donc ad(w)Ag ~ Ay, i.e., w € WtG'

Nous supposons dorénavant L de type exceptionnel et L # G (si L = G, le
résultat est trivialement vrai : W& = WE ~ = {1}). Les seuls cas & considérer sont
donc ceux ou L est de type Eg ou E7 et a centre connexe (car sous-groupe de Levi
du groupe adjoint de type E7 ou du groupe de type Eg, ¢f. Table 1). L’égalité a été
provée par Shoji dans ces deux cas en [13, 4.2]. O

La derniére partie de cette sous-section a pour but de décrire plus précisément le
groupe WI?L' Soit s € T*. Notons Zr«(s) le centralisateur de s dans L* et Z3. (s)
la composante neutre de ce dernier. Notons Ayp«(s) := Zp+(s)/Zg.-(s) le groupe des
composantes de Zr-(s) et notons WL+ le groupe de Weyl de Z2.(s). Posons
wrk' .= {wEWL* : ws:s}.

S
Le groupe WL est s’écrit :
WE =wIewal’ ou QY ~ Ar.(s).

Rappelons qu’'un élément semi-simple s de L* est dit quasi-isolé (resp. isolé)
si Zy-(s) (resp. Z3.(s)) n’est contenu dans aucun sous-groupe de Lévi d’un sous-
groupe parabolique propre de L*, i.e., de maniére équivalente, si WL (resp. WE™°)
n’est contenu dans aucun sous-groupe parabolique propre de W1+,
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Lemme 4.3. Si s est isolé dans L*, on a l’égalité suivante :
Nze,. (5)(Z1+(5)) /21 (s) = Nzg,, (5 (L") /21 (5).

Démonstration. Soient g € NZ?}*(S)(L*) et | € Zp(s). On a glg~! € Zy,+(s). Donc
[ +— glg~! définit un automorphisme de Zg-(s). La composante neutre Zg. (s) de
Z1.-(s) étant un sous-groupe caractéristique de ce dernier, il vient glg=! € Z3. (s)
sil € Z.(s). L'inclusion Nzg  (5)(L*) C Nz (5)(Z,- (s)) s’ensuit.
Réciproquement, soit g € NZoG*(s)(Zi*(s)). Alors g normalise la composante
neutre du centre de Z3.(s), laquelle, puisque I’élément s est isolé dans L*, est
égale a la composante neutre Z°(L*) du centre de L*. Par conséquent g normalise
Zg+(Z°(L*)) = L*. L’assertion du lemme s’ensuit. O

Nous supposons désormais que s est 'image de £ sous 'isomorphisme At consi-
déré en (1). Le groupe WX est alors isomorphe au groupe Wg défini en (2) (avec
L=G)

D’autre part, puisque L, contient un faisceau caractére cuspidal (le faisceau
caractére Agp), les propriétés suivantes sont satisfaites :

e L’élément semi-simple s est quasi-isolé dans L*, ¢f. [8, (17.12.4)].

e Tl existe une famille cuspidale F dans Trr(WE"), ¢f. [8, (17.13.11)] (la famille
correspondant & Ag). La famille F est elle-méme déterminée par une famille
cuspidale, stable sous QY de Irr(WL"°), associée a un certain groupe fini
Gr, et la famille F est associée au groupe G x QL7 d’aprés [8, 17.1-17.8].

Proposition 4.4. Si le centre de G est conneze, alors
WE = Nyg. (6)(Ze(5))/ Z- (5),

ol s est l'image de L sous l'isomorphisme . En particulier, le groupe WE est
alors un groupe de Coxeter.

Démonstration. Le centre de G étant connexe, il en est de méme du centre de L. Par
conséquent les centralisateurs Zg(s) et Zp-(s) sont connexes eux aussi. Puisque
Irr(WL") contient une famille cuspidale, la propriété (5.7.1) de [5] est satisfaite,
ainsi que remarqué en [6, (8.2.1)]. Il résulte alors de [5, Theorem 5.9] que le groupe
Nz (s)(ZL+(5))/Z1-(s) est un groupe de Coxeter.

L’hypothése de connexité du centre de G impliquant d’autre part que tout élé-
ment quasi-isolé est en fait isolé, il résulte alors des Lemmes 4.2 et 4.3 que ce groupe
de Coxeter est isomorphe au groupe WE. O

Remarque 4.5. Lorsque le centre de G n’est pas connexe, le groupe W& n’est pas
en général un groupe de Coxeter. Par exemple, si G est le groupe spécial linéaire,
WE est produit semi-direct d'un groupe de Coxeter par un groupe cyclique non
trivial si L # G (cf. par exemple [15, § 7.8]), on a W& ~ Nze,. (5)(Z1-(5))/ 2y (s)
et Q¢ ~ Ag~(s)/AL-(s) dans ce cas.

4.3. Introduction du Frobenius. Dorénavant nous supposons que L est un sous-
groupe de Lévi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable P de G. Nous
posons alors :

(7) 2G .= {n eNg(L) : F(n¥n~Y) =%, ad(n)*F*€ & 5} /L.
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On a

ZtG = w1WtG, avec w, € W.
Notons v; automorphisme de W& défini par
(8) n(w) = wi ' F~H (w)w.

Nous pouvons choisir (et nous choisissons) 1’élément w; de sorte que v, stabilise
WE et Q¢ dans la décomposition WE = WE x Q obtenue a la Proposition 4.1.

Remarque 4.6. L’ensemble Z& a aussi été introduit par Shoji en [12, § 5.15]
et [15, § 6.8]. Dans le cas particulier ou L est un tore et ou le centre de G est
connexe, la Proposition 4.4 permet d’identifier le groupe W& au groupe de Weyl
du groupe Zg~(s) (qui est connexe). Le groupe Zg~(s) est alors stable sous 1'en-
domorphisme de Frobenius F' o ad(w;). Dans la théorie des caractéres des groupes
réductifs finis, 'importance de I’élément w; est reflétée par l'existence (démontrée
en [6, Theorem 4.23]) d’une bijection entre ’ensemble des caractéres irréductibles
de G¥ appartenant a la série définie par la classe de conjugaison dans (G*)" de s et
Pensemble des caracteres irréductibles unipotents du groupe des points de Zg+(s)
fixés par F o ad(w;).

Pour tout élément w de Ng (L) /L, nous choisissons un représentant w de w dans
Ng (L) ainsi qu’un élément g, de G tel que

(9) 9o Flgw) = F(w).
Nous posons
(10) LY :=ad(gy) L = nggful.

Puisque L est F-stable, il vient :
ad(g,, ") F(L") = g,,' F(9uLgy " )gw = F(0)F(L)F (™) = F(wLw™") = F(L) = L,

autrement dit, L' est F-stable. Le groupe LY est sous-groupe de Lévi du sous-
groupe parabolique P* := ad(g, )P, ce dernier n’est pas F-stable en général.
Soit z € Z&. Nous posons

(11) Y i=ad(g:) X = giZggl.
Il vient
ad(g7!) F(S%) = F(3) F(S) F(: ™) = F(:5:7) = 3,
autrement dit, 3% est F-stable.
Nous posons d’autre part :

(12) £ :=ad(g; ')*€.

Il existe donc un isomorphisme ad(2)*F*€ = €. Appliquant ad(g; ')* & celui-ci, en
utilisant 1’égalité F o ad(F~'(g)) = ad(g) o F, nous obtenons
(13)  ad(g; H)*ad(2)*F*€ = ad(F~(g; 1) F*€ = F*ad(g; )" = F*&* 5 &7,
i.e., £7 est F-stable.

Pour tout z € Z&, le triplet t* := (L*, ¥*, £7) est donc F-stable. En particulier,
"1 est F-stable.
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5. INDUCTION DE FAISCEAUX CARACTERES CUSPIDAUX

5.1. Le complexe induit K*. Soit z € ZtG, out=(L,X E). Nous commengons

par rappeler la construction de [8, § 8.1 et 10.6]. Soit X7, l'ouvert dense de ¥~
défini par

Yeg = {g eX® : Zo(gss) C Lz}a

reg *
oU gss désigne la partie semi-simple de g. Considérons le diagramme

z

el y Lyr oy

o Y = U,eq 93559 " (une sous-variété irréductible lisse, localement fermée de
G, qui ne dépend pas de z) et

V*:={(9,2L*) € G xG/L : a 'gz € 57, },
Ve = {(g;2)€eGxG :z7lgre Sieat

o (g,x) = x tgx, [*(g,7):= (9,2L7), 7°(g,2L?):=g.

Le systéme local a*&* sur Y étant L*-équivariant pour l'action (par translation a
droite sur le second membre) de L* sur Y, il existe un systéme local £* sur Y* tel
que (a®)*E* ~ (B*)*E*. Soit

(14) K* = K¢(L*, %%, &%) .= 1C(Y, (%)) [dim Y|

étendu & G tout entier par zéro sur le complémentaire de Y. Puisque 7% est une
fibration principale, (7%),£* est un systéme local semi-simple, et K* est donc un
faisceau pervers sur G. On a K* = indg. (IC(2#, &)[dim X]).

5.2. Structure mixte sur K*'. Nous choisissons une fois pour toutes un isomor-
phisme

(15) @Yo ad(wl)*F*S = £

de sorte que, pour tout élément x de X tel que (F o ad(iwn))(z) = x, Papplication
linéaire, induite par ¢q, de la fibre £, en = de £ dans elle-méme, ait toutes ses
valeurs propres de la forme ¢(dimL—dim%)/2 f4is une racine de Punité (c’est possible
d’apres [8, 25.1]). Ce choix est aussi celui fait par Shoji en [12, (1.4.1) et § 5.17] et
[14, (2.7.1)]. Nous notons alors

(16) Pyt = ad(gy,) 0o £ S EM

I’isomorphisme induit par ¢g (c¢f. équation (13)).

Soit alors p¥1: F*K®1 = K% la structure mixte induite par ¢g* (cf. [8, (8.1.3)])
de la maniére suivante. Chacune des variétés Y, Y1 et Y posséde une structure
[F,-rationnelle naturelle et I'isomorphisme ¢g* induit un isomorphisme F *Ewr
£ de systémes locaux sur Y*!, puis un isomorphisme F* (le)ygwl = (7?“’1)55““
de systémes locaux sur Y, et finalement un isomorphisme

(17) QW FRRYT S K

dans P(G), ou P(G) est la catégorie des faisceaux pervers sur G.
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5.3. Décomposition de K**. L’algébre d’endomorphismes Endpg (K**) de K
dans G est isomorphe a l'algébre de groupe QthG tordue par un 2-cocycle (cf. [8,
10.2]).

Hypothése 5.1. Nous supposons le cocycle trivial.

L’hypothése 5.1 est en particulier satisfaite dans les cas suivants :

(1) le centre Z(G) de G est connexe et le groupe G/Z(G) est simple, ¢f. [12,
Lem. 5.9];

(2) G est le groupe spécial linéaire, cf. [15, (6.7.1)].

L’isomorphisme Q,WE = Endpg(K®*!) donne alors lieu & un isomorphisme
entre les deux diagrammes suivants :

WE v Bnd(K) __gmio
1 ( ZtG F* /\/ Hom(le,F*le)
~w/ X / .
WLG,Z,F*E ! End(F*Kwt) o(¢"1)
On a donc
(18) 71(9) = (pwl o F*(Q) o (Qﬁwl)717 pour tout 6 c EHd(le),

Soit /W/tG le produit semi-direct de W& par le groupe cyclique engendré par ;.
Nous notons Irr(WE)ex I'ensemble des représentations irréductibles de W& qui
s’étendent en des représentations de AW/tG. Pour E € Irt(WE)ex, nous choisissons
une extension F de E qui est définie sur Q.

Le complexe K™! admet la décomposition suivante :

(19) K" =(DASVa,
A

ot V4 = Hompg (A, K1) est une représentation irréductible de WE.

Les composantes irréductibles de K™ sont des faisceaux caractéres F-stables et
tout faisceau caractére F-stable sur G est composante d’un induit de ce type. Nous
choisissons une structure mixte p4: F*A = A.

Nous munissons V4 d’une structure de WtG—module comme suit : pour tout
v € V4, posons

(20) va-vi= " o F*(v) oyt

Il est facile de vérifier que cette structure est bien définie : pour tout 6 € End(K),
on a

N(O)(va-v) = (" 0 F*(B) 0 (¢"*) 1) 0 (¢"* 0 F*(v) 0 01"
=" o F*(ov)op,' =va-(fow).

Soit E une représentation irréductible de WtG isomorphe a Vy. Quitte a4 rem-
placer p4: F*A = A par le produit de celui-ci par une racine de l'unité (cf. [12,
(5.17)]), nous pouvons supposer que Vy4 est isomorphe & F comme représentation

de W&, pour tout A = Ap ot v4 correspond & 'yl_l sur E.



LOCALISATION DE FAISCEAUX CARACTERES 17

5.4. Fonctions caractéristiques. Si K est un faisceau pervers F-stable sur G
muni d’une structure mixte ¢: F*K — K, nous noterons xk,,: G — Q¢ la fonction
caractéristique de (K, ¢), qui est une fonction centrale sur G et est définie par

(21) Xico(9) = Y (—1) Tr(p, Hy (K)),
ou H)(K) désigne la fibre en g € G du i-éme faisceau de cohomologie H'(K) de K.
On a

(22) XK'wl W1 = Z TI‘('YIU), E) XAE7
EEIrr(WF)ex

ol nous avons noté simplement x 4, la fonction caractéristique du couple (Ag, v a,,)-
Des arguments du type de ceux utilisés en de [8, 10.4, 10.6] et [12, (2.17), (5.17)]
montrent alors que

(23) XAg = ‘WtG‘il Z Tr(71w7E> XKwiw pwiw,

wGWfG

ot I’isomorphisme @®¥1%: F* K®%1w = K1 est induit par .

6. LA FORMULE DU CARACTERE

Pour déterminer la valeur de x4, en un élément g de G, nous sommes ramenés,
grace a I’équation (23), a calculer la valeur en g de la fonction caractéristique x x=
pour tout élément z de Z&. Pour cela, nous écrivons g = ov, ol o est semi-simple
et v est unipotent et commute & o et nous allons utiliser la formule du caractére
qui suit.

6.1. Rappels. Nous posons H := Z (o) et H = HY'. Soit w € W. Nous notons
3 T'ensemble des parties semi-simples des éléments de X%, ou X% est défini au
moyen de l'équation (11).

Soit € G tel que 2~ 'ox € B%. Nous posons

(24) MY = Zu(zg:T1g; ‘o7 1) = 2Zg. (v tox)z ™t
Dans le cas particulier ott w = 1 (1’élément neutre de W), on a
(25) M, := M! = (zLz" ") N H.

Le groupe M, est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique de H.

Soit z un élément fixé de Z&. Nous notons alors OZ l’ensemble des éléments
unipotents v' de H tels que v’ € 2X%x 7. L’ensemble OZ est une classe unipotente
de M2 (cf. [8, Proposition 7.11(c)]).

Soit FZ le systéme local sur OZ, défini comme l'image réciproque de £* sous
'application v — z~lovz de OZ dans ¥*. Cette application étant définie sur F,,
I'isomorphisme §: F*£* = £7 induit un isomorphisme ¢Z: F*FZ = FZ.

Soit maintenant 1XF? 'image réciproque de F7? sous I’application Z°(MZ)OZ —
OZ. Le couple (Z°(MZ)OZ,1 X FZ) est un couple cuspidal F-stable sur M?Z.

Soit AZ = IC(W7 1 X FZ). C’est un faisceau caractére cuspidal sur MZ.
Nous considérons le complexe induit sur H

(26) K3H = KM, 2°(M}) 0%, 1R F),
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avec la notation (14) appliqué avec H au lieu de G. La restriction de AZ a la variété
unipotente de MZ (et donc celle de KZH a la variété unipotente de H) n’est pas
identiquement nulle.

La fonction de Green généralisée Q%\_I/I;,O;, Fzpz SUL la variété unipotente de H
est définie par (¢f. [8, (8.3.1)]) : -
(27) Qﬁ;p;’f;ﬁaz (v) = Xpzm - (v), pour tout élément unipotent v de H.

x

Nous noterons k¢(z) = k(z) la fonction caractéristique x k= - de (K%, ¢*). On a
la formule du caractére suivante ([8, Theorem 8.5]) :

(28) K(z)(ov) = [HITH LA > M| Qs 05 52,02 (0).
reG
z’lozGE;

6.2. Sous-groupes de Lévi dans H. Nous gardons les notations du paragraphe
précédent : en particulier, G est un groupe réductif F-stable; L est un sous-groupe
de Lévi F-stable possédant un couple cuspidal (X, £) ; Xy est I’ensemble des parties
semi-simples des éléments de X ; et ¢ = ov est I’élément en lequel on veut calculer
la valeur de x4,

Considérons I’ensemble

(29) M ={M, :27'ox € 8y}, on M, = Zu(2Tiz7t) = 273 (¢ Lox)z ™ .

(On n’exige pas que z € G ici). Ainsi que nous l'avons déja remarqué, tout M,
est un sous-groupe de Lévi du groupe réductif H. Rappelons que les sous-groupes
de Lévi d’un groupe réductif & conjugaison prés sont paramétrés par les orbites
du groupe de Weyl sur ’ensemble des sous-graphes du graphe de Dynkin. En par-
ticulier, il y a, & conjugaison prés, un nombre fini de sous-groupes de Lévi. Par
conséquent, M est partitionné en un nombre fini de classes d’équivalence

(30) M=MU---UM,,

ou M, et M, sont dits équivalents s'ils sont conjugués sous H. (Nous verrons & la
Section 7 que si G est quasi-simple, alors r < 2, et en fait r = 1 dans la plupart
des cas).

Remarque 6.1. Il est a noter que tous les membres de M sont conjugués sous
G, et donc isomorphes. En effet, il est clair que chaque M, est conjugué sous G
au centralisateur dans L d’un élément de Y. Mais il résultede la définition de X
que tous les éléments de g sont conjugués & multiplication par un élément central
prés, et donc leurs centralisateurs sont conjugués dans L.

Pour tout j € {1,...,7}, nous fixons un élément g; € G tel que My, € M;.
Posons

(31) T} :=g;Tig;! et M;:=M, =Zu(T}).
Le groupe M, est un sous-groupe de Lévi F-stable de H. Le tore T?I est F-stable

et nous notons a; 1'élément de W tel que F(a;) soit 'image de g;lF(gj) dans
WE. Nous posons

(32) W, = Nu(M;)/M;.
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FEzemple 6.2. Supposons qu’il existe un élément z; de G tel que 131_10331 € Y.
Pour 'un des gj, on peut prendre g; = 21¢4. On aura alors T? = xlTﬁuxfl et
M, = 123 (27 'oxy)r;" € H. Dans ce cas a; = w.

On remarque aussi que NH(TJH) = Nu(M,;) et Ng(T1) = Ng(L). De l'applica-
tion

(33) Ij: Nu(M;) — Ng(L), h g;'hg
se déduit un plongement
(34) vi: War, — W

Le morphisme de Frobenius agit & la fois sur W= et sur tous les Wﬁj , et 'action de
F est transportée en I'action de a; F' via ¢;. Nous gardons la notation F': W& — W&
pour ’automorphisme de WE induit par le Frobenius, et note 7;: Wﬁj — Wﬁj
l'automorphisme inverse a celui qui est induit par le Frobenius sur WI\I/{[J_. Il résulte
des définitions de ; et de a; que

i;(F(h)) = g; ' F(h)g,
=g; 'F(g;)F(g; 'hg;)F(g;) " g; = F(a;)F(i;(h))F(a;)"

Remplagons F'(h) par son image w dans Wl\}/}j et 7; par ¢;. On obtient 'égalité
tj(w) = F(a;)F(t;(n;(w)))F(a;)~t, ou, autrement dit,

(35) ajii(n;(w)) = F~ ' (1;(w))ay.

Désormais, nous identifions Wl avec son image par L. Siw € WI\I}],, il n’y a
donc aucune ambiguité dans la notation F'(w) : c’est I'image sous le morphisme de
Frobenius de w en tant qu’élément de WE.

6.3. Actions de Frobenius et doubles classes dans WE. Il résulte de (35)
que WI\I}], agit sur ale\IjI[j par F~!-conjugaison; i.e., pour tout w € WI\I/{[],, on
a F_l(w)(ajWﬁj)w_1 = ajWﬁj. De plus, les orbites de cette action sont en
bijection avec les classes de n;-conjugaison dans Wl\I}[j» via la bijection évidente

WI\I/L > ajWI\I/{IJ donnée par w e~ a;w. (Rappelons que deux éléments u,v € Wﬁj

L=w).

sont dits 7;-conjugués s’il existe un w € WI\I;IIi tel que 7;(w)uw™
Cette situation est paralléle a celle de WtG et wWE. A savoir, WtG agit sur
wWE par F~!-conjugaison, et les orbites de cette action sont en bijection avec les
classes de y;-conjugaison dans WE.
Nous notons ~,,,, ~,, et ~p-1 les relations de n;-, 71-, et F~!_conjugaison,
respectivement. Si w € I/VtG7 son stabilisateur sous la ~i-conjugaison sera noté
Zy (w). Siw e WI\I}J, (resp. w € W), alors Zy,(w) (resp. Zp-1(w)) est défini de
maniére semblable. N
Ensuite, nous notons Wl\}/}j le produit semi-direct de Wﬂj par le groupe cyclique

engendré par 7);. IIT(WI\I_/L)CX désigne ’ensemble des représentations irréductibles
qui admettent une action de Wﬁ] Pour tout E' € Irr(Wl\IjIIj)eX, nous fixons une fois

pour toutes une extension E’ en représentation irréducible de WI\I}],
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Les calculs de la Section 6.5 entraineront une comparaison de ’action de Wl\}/}j
sur ajWI\I}j et celle de W& sur w1 WE. Nous posons
R G G H
Nj = WE\WL /Wy, -

Dans chaque double classe v € N, choisissons, une fois pour toutes, un repré-
sentant w,. Nous posons

(36) W) =wiWENF~ (wy)(a; Wi ) Jw,, s

et nous définissons deux plongements comme suit :
A W(y) — Wit , AMw) = n; (a; ' F~H (w, Hwwy)
K W(w) — WE, r(w) =77t (wy ')

Nous remarquons que si I’on remplace w, par w,v, oi v € WI\I}],, alors W(v) est
inchangé, car ajWI\IjIIj est stable sous F~'-conjugaison par v. D’autre part, si I'on

remplace w, par yw,, ol y € WtG, alors W (v) est remplacé par son F~!-conjugué
FH y)W )y~ CunWE.

Lemme 6.3. Soit t € v, et posons
P(t) :== {(y,2) € WE x Wﬁj D ywyz = wlefl(t)aj}.
Alors |P(t)] = |[W (v)].

Démonstration. Montrons le lemme d’abord dans le cas ot t = w,. Si yw,z =
wi PP~ (wy)a;, alors wyy = F~Yw,)ajz" w, !, et donc wiy € W(y). L’appli-
cation ¢: P(w,) — W (v) définie par (y,z) — wyy est injective puisque z est
déterminé par y. D’autre part, cette application est aussi surjective : si w € W(v),
alors posons y = w;'w € W& et z = (a;lF_l(w;l)wwz)_1 € Wl\I}[j- Il est clair
que yw,z = wl_lffl(wz)aj, et donc (y,z) € P(w,) et ¢(y, z) = w.

Ensuite, si t # w,, posons W'(v) = w1 WE N F_l(t)(ale\}/}j)t_l. D’une part,
Pargument du paragraphe précédent montre que |P(t)| = |W’(v)|, et d’autre part,
les remarques qui précédent le lemme montrent que |W (v)| = |[W’(v)|. O

Nous introduisons maintenant une famille d’accouplements, paramétrée par les
Nj, qui relient les ensembles Irr(WE)ex et Irr(Wl\}/}j)ex. Soit v € Nj. Si E €

Ir(WE)ex et E' € Irr(Wl\}/}j)ex, on pose

(37) (B, E"), :ﬁ Z( )Tr(m(u)),E) Te(nyAw), ).
T weW(v

6.4. Fonctions de Green généralisées. Pour tout j et tout w € WI\I}j, nous
choisissons un représentant w € Ng(M;) ainsi qu'un élément hy € H tel que
h'F(hy) = F (). Ensuite, posons
-1
MY = hyMjh, .

/ . L . .
Les MY sont tous F-stables. MY et MY sont conjugués sous H si et seulement si
w et w’ sont n;-conjugués dans WI\I/{[],.
Révisons la construction de la fonction de Green généralisée QXr. . £ oz - Nous
allons d’abord vérifier que sa définition ne dépend pas de x, mais seulement du
z ) NI : z H —_ NHH
groupe M7. (Cest-a-dire, si M = My, alors Qng: o= 7z o2 = QM?O?}-@%)' De

x
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plus, si M7 et M7 sont conjugués sous H, alors leurs fonctions de Green respectives
sont, égales.

Remarque 6.4. Nous supposons que les groupes M et M7 égaux et que, soit H,
soit L, est égal a G. L’égalité des groupes M7 et M7 est alors équivalente a celle de
rL*x 7! et de yL*y~! (en effet, si H = G, nous avons M, = zL*z 7!, et si L = G,
nous avons rLx~1 = G, et, par conséquent, MZ = H). Il existe alors n € Ng (L)
tel que y = nx et l'orbite unipotente (9; s’écrit

0, = {1}" €cG:ov' e anszlnfl} = {v” €G :o(n'n)e osEfol} ,
puisque o est central dans G, autrement dit, Oy = nOzn~1.

Lemme 6.5. Si M = My, alors QN o: 7= o2 = QM: 0572 07

Démonstration. Nous supposons les groupes M7 et M7 égaux.
e Egalité¢ de OZ et de 0;. S5iM; = My = G, on a en particulier H = G, et donc
il résulte de la remarque 6.4 que O} = O;.

Nous supposons dorénavant M7 = M7 # G. Lorsque G est un groupe de type
exceptionnel, la Table 1 montre que les seuls cas & considérer sont les suivants :

(1) G =E# ou G = Eg et M? = 2L~ = Eg (p = 3) : d’aprés [8, Proposi-
tion 20.3.(a)] la classe unipotente réguliére de M?Z est la seule & porter un
systéme local cuspidal,

(2) G = Eg, MZ = zL*z~! = E; (p = 2) : d’aprés [8, Proposition 20.3.(c)]
la classe unipotente réguliere de M?Z est la seule & porter un systéme local
cuspidal,

(3) G=L =Eg, MZ =E7;xA; (p#2):iln’y a pas de systéme local cuspidal
a support unipotent dans E; lorsque p # 2, donc ce cas ne se produit pas,

(4) G=L=Es, M] =Eg x Az (p#2):
(a) sip# 3, d’apres [8, Proposition 20.3| la classe unipotente Eg(as) est
la seule a porter des systéme locaux cuspidaux,
(b) sip = 3, la classe unipotente réguliére de Eg est la seule a porter des
systéme locaux cuspidaux.

Dans chacun des cas énumérés ci-dessus, il y a donc au plus une classe unipotente
portant des systéme locaux cuspidaux, donc nécessairement O3 = Oy.

e Isomorphie de F et de F;. Dans chacun des cas (1), (2) et (4), la remarque 6.4
s’applique et montre qu’il existe n € Ng(L) tel que y = nz. D’aprés [8, (8.3.2)], pour
définir la fonction de Green généralisée Q{I/I;O;, Fz 7 DOUS aurions pu remplacer £*
par un systéme local £F défini comme 'image réciproque sous I’application naturelle
L — L/Lge; x L/Ty, de Q; X (£')%, ot (£')% est un systéme local irréductible L-
équivariant sur O. Nous savons, d’aprés [7, Theorem 9.2], que le groupe WISE,&
est isomorphe & Ng(L)/L. L’élément n vérifie donc (ad(n))*&; =~ &£;. Nous avons
vu que OF = Op. Il s’ensuit que F7 ~ Fp.

e Indépendance de la structure mizte. L’argument qui suit est inspiré de celui
utilisé par Shoji dans la preuve de [14, Lemme 4.5]. Nous notons encore ¢§ l’iso-
morphisme ¢g: F*Ef = E£F dont la restriction a F*(£’%) coincide avec celle de

@i F*E% 5 €7, Par définition de I'isomorphisme ¢Z: F*FZ = FZ on a

Te (0, (F7)or) = Te(@, (67 )a-100r2),  pour tout v’ € (O7)".

x
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Notons 7 'image de n par la projection L — L/T;. L’action par conjugaison de 7

sur L/T induit un isomorphisme (adn)*€” — €. Il en résulte que Tr((¢")*, (€'); ,-1,000)) =
Tr((¢')?, (5/)p(y_1av,y)), ou p est la projection naturelle de X% sur ¥#/T%. L’égalité

de Tr(¢Z, (F7)w) et de Tr(p}, (F;),r) s’ensuit. La structure mixte ne dépend donc
que de MZ. ]

Pour tout w € Wﬁj, posons
(38) Q! :=1a fonction de Green généralisée associée a M7
D’aprés le paragraphe précédent, Qg est bien définie, et
QI =" si w et w’ sont n;-conjugués.

Enfin, pour tout E’ € Irr(Wﬁj)ex, nous notons ng, la fonction sur la variété
unipotente de H définie par :

1 -
(39) ng, = |WH | Z Tr(njw/7E/) QE,
M; w’eWI\I',}j
Il s’ensuit que
B (v) = Z Tr(n;w', E') Q% (v), pour tout élément unipotent v de H.

E/GIrr(WI\I;IIj ex

6.5. Le résultat principal. Dans cette section, nous établissons le résultat prin-
cipal en trois étapes. La premiére étape (le Lemme 6.6) consiste a modifier la
formule (27) de maniére qu’il n’y reste aucune mention d’éléments de G. Dans la
seconde étape (le Lemme 6.7), on fait intervenir les ensembles de doubles classes
N dans la formule. Cela permet enfin d’écrire au Théoréme 6.8 la formule cherchée

POUr X Ap-

Lemme 6.6 (cf. [10, Proposition 2.16]). Pour tout z € Z&, on a

7Z
(ov) Z| F- |)| Z oY
w/EWI\I}j
aijNF_.lz

Démonstration. D’aprés (27), on a

(40) k(z)(ov) = |H|_1|LZ|_1 Z |M;|Qﬁ§,og,}‘;,<p;(v)~
zeG
z lozeXz

Soit z € G tel que z7lox € ¥Z. L’équation (24) montre que MZ appartient &
Iensemble M, et donc & un certain M;, ou j = j(z,m) € {1,...,r}. Ensuite,
M7, étant F-stable, est conjugué sous H a un My, ou w' € Wﬁj est unique a
n;-conjugaison prés. Cette classe de 7;-conjugaison sera notée C(z,x). Pour tout
w' € C(z,z), on a

o = QMZ 02, Fz 2"
De plus, si w’" € C(z,x), le fait que

ZO(M}”/) = gw/nglgj_lguf,,l et 7°(MZ) = 2g:T1g; 'a™"
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sont conjugués sous G implique que les images dans WS des deux éléments suivants
sont F~!-conjuguées :

95 90 Flgirgs) = 95 'F(i')gjg; ' Flg;) = ((F(i"))g; ' F(g;),
g;lelF(xgé) = F(2).

Leurs images dans W€ sont nj_l(w’)F(aj) et F(z), respectivement. De la dé-
—1
J

F(ajw') ~p-1 F(z). Il est clair que F respecte les classes F~!-conjugaison, et

la condition précédente équivaut a ce que

finition de n; se déduit la formule nj_l(w’) = F(ajw'a;"). On sait donc que

ajw ~p-1 2.
Pour chaque classe de 7n;-conjugaison C' C WI\I;IIJ7 posons
Y(C)={reG v tox c Y%, j(z,2) =j et C(z,2) = C}.

L’ensemble Y (C') est vide sauf si un (et donc tout) membre de a;C est F~!-conjugué
a z. Choisissons un représentant wy, de chaque classe. Le cardinal |Mng| et la
fonction de Green généralisée Qg/c sont tous deux indépendants du choix de wy.
La formule (40) devient donc :

k(z)(ov) = [HTHLA MY Y Y IMare|Qy, (v).
J=1 ccwy, 2€Y(0)

’
aijNFflz

L’élément x ne joue plus aucun role dans la formule ; on peut remplacer la deuxiéme
somme ci-dessus par le cardinal de Y (C). Ensuite, on peut remplacer la somme sur
certaines classes de 77;-conjugaison par une somme sur certains éléments w’ € Wit .
J
pourvu qu’on divise aussi chaque terme par le cardinal de la classe correspondante.
. 2 N H / ) 3
Ce cardinal est égal a [Wyy |/|Zy, (w')], et I'on obtient donc

k(2)(ov) = [HTNLATDY D Y
=1 wewd

’
aj;w ~F,1z

Y ()| 2, (01)]
W v

Ici, Y(w’) désigne l'ensemble Y (C), ou C est la classe de n;-conjugaison de w'.
Enfin, 'argument de [10, p. 510] montre que
_ HIIL*[Zp-1 (2)]

[ Me7e ||Zy, (w')]

Y (w')|
La formule cherchée s’ensuit. O

Lemme 6.7 (cf. [16, Lemme 7.1]). Pour tout w € W&, on a

. 1
k(wiw)(ov) =3 [Zy, (w)] Y 4ol > QR
j=1 VEN; 1 weW(v)
R(Q)Nvlw
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Démonstration. 1l est clair que pour tout w’ figurant dans la somme du Lemme 6.6,
le cardinal de I’ensemble des t € W& tels que F~1(t)a;w't™! = wyw est égal a celui
de Zp-1(wrw). Donc

o) =3 ey 5 >
|WM| ’ H G
wEWMi teWyg

b rg—1__
a;w' ~p_1wiw F(t)ajw't™ =wiw

Pour tout ¢, soit v(t) la double classe WthWI\I}IJ_. D’aprés le Lemme 6.3, on a

k(uww)(ov)
T
1 1

= Z WH | Z Z W ()] Z Qur

j=1 1" M; w’eW{,{j tews - yews, zewl{}j

ajw' ~ 1 wiw FoH(t)aw't™ =wiw ywyz=w; 'F~(t)a;

S S 2 > e
- 4L~ |wH W (v w'

Jj=1 | MJ" VEN; Wl w' €W, tews yeWE, ZEWR

v(t)=r ywyz=w] ' F~1(t)a,
Flt)ajw't™ ' =wiw
La condition yw,z = w™'F~!(t)a; implique que t~! = F(a; a; w‘ly_lw1 ), et la

condition F~!(t)a;w't™! = wiw équivaut a ce que ywyzw'F(ajz" w, 'y~ wy =

w. La formule ci-dessus devient donc :

(41)  k(wiw)(o Z Z Z QY.

ue/\/ w’ewﬁj, yew s, zEWI\I',}

ywyzw' Fajz  w, ly ™ wy 1)=w

La condition dans la troisiéme somme peut également s’écrire sous de nombreuses
formes équivalentes, dont :

ywy,zw' F(ajz" wy 'y wit) = w
wzzw'F(ajzflwgl) =y 'wF(wy)

! (wk)Ffl(zw’)ajzflwgl = F Yy tw)wy

F_l(wz)ajnj(zw’)z_lwz_l = w1y (y~ w)y
F~wy)agn; (z0'n; (27 )w, ' = win (y~ oy (y)
La derniére de ces possibilités équivaut a ’énoncé suivant :
1l existe un w € W(v) tel que x(w) =y~ wy; H(y) et A(w) = zw’nj_l( 1.

On peut maintenant écrire la formule comme suit :

ko)) = 3 e 3 >

M; VEN w’GWI\},}j, weW (v), yeWE, zEWI\I',}j
r(w)=y twy; ' (y), Mw)=zw'n; ' (z7")

Il est clair qu'on peut remplacer Pégalité x(w) = y~'wy; *(y) par la condition

k(w) ~~, w, pourvu qu’on introduise en méme temps la multiplicité |Z,, (w)|, et de
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méme pour la condition sur w’ :

k(wiw)( Z Z Z |Z'Yl (w)Han (w/)|QB’
”‘EN w €Wy, WEW (1)

“(ﬂ)"”vl w, /\(Q)Nnjw

’

Ensuite, puisque QE, ne dépend que la classe de n;-conjugaison de w’, on peut le
remplacer par QI/\{(w). On peut également remplacer |Z, (w')| par |Z,, (A(w))|, et on
obtient ainsi une formule dans laquelle w’ ne joue plus de grand role :

k(wiw)(ov) Z |Z’Yl1§/} ) Z 7)| Z Z |Zm()‘(ﬂ))‘Q§\I@)'

VEN; weW(v) w EWM
K(w)~qg w Aw)~

’
w
5

Le nombre de w’ € Wﬂj tel que A(w) ~,, w' est simplement le cardinal de la classe
de n;-conjugaison de A(w), soit \Wﬂj |/1Zy,;(A(w))]. On a donc

wiw)(ov) = y |2, (w)] 1 ¥ H
K)oe) = 2 el 2 Tl | 2 Tl ] 2 ) )
KW~y 0

T
= Z |Z’Y1 | Z )‘ Z QI,\_I(&)a
j=1 veEN; 1 weW(v)

H(H)N"q w

ce qui est la formule cherchée. O

Enfin, nous pouvons combiner les deux lemmes précédents avec les développe-
ments de la Section 5.

Théoréme 6.8. Nous supposons l’hypothése 5.1 de trivialité du cocycle satisfaite.
Alors, pour tout E € Trr(WE)ey et tout g = ov € G, on a

Xag(00) Z > Y (BEE)LQE W)

J=1veN; E”GIrr(WH Yex

Démonstration. D’aprés (23), on a

1 -
XAE(O'U) = —a Z Tr(’ylw’E)Xlewlew
|Wt | weWS
1 ~ - 1 H
t wewg J=1veEN; 7 weW(v)
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Ici, on a utilisé deux conséquences du fait que x(w) et w sont y;-conjugués : d’une
part, |Z, (w)| = |Z+, (k(w))|, et d’autre part, on en déduit que les éléments 1 x(w)
et yyw de W sont conjugués, et donc que Tr(yiw, E) = Tr(y16(w), E).

Ensuite, on peut simplement enlever I’expression entre parenthéses ci-dessus : le
nombre de w € W& qui sont v;-conjugués a x(w) n’est autre que le cardinal de la

classe de v;-conjugaison de k(w), soit |[WE|/|Z, (k(w))|. La formule devient donc :

Xag(00)

:Z Z m Z Tl”(’YW(&)vE)QI;@)(U)

T weW(v)

Y S W), B T W), QM (1)
W

J=1VEN; 7 weW(v) E'elrr(WE Vex
J

XY (B ENLQEW.

j=1veN; E’EIH(WI\I'/})ex

7. CLASSES DE CONJUGAISON DE SOUS-GROUPES DE LEVI DANS LE
CENTRALISATEUR D’UN ELEMENT SEMI-SIMPLE

On garde les notations des sections précédentes : G est un groupe réductif,
L = Zg(T1) est un sous-groupe de Lévi qui posséde un couple cuspidal (X, &), et
M =73 (0), ot 0 € Eg. Rappelons la définition de 'ensemble M introduit en (29) :

M={M,:2€G, v 'oxc Xy} ol M, = Zy(2Tiz™").

A ce moment-la, nous avons remarqué que M se répartit en un nombre fini de
classes de conjugaison sous H.

Remarque 7.1. A la Section 5.4, la notation o désignait un élément de G conjugué
a un élément de Xg. Ici, on I'a supposé dans Y. Il est clair qu’aucune perte de
généralité n’en résulte.

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 7.2. Si G est semi-simple, quasi-simple, et différent de PSp,,,, PSOay,,
%SpinQn et B¢, alors tous les membres de M sont conjugués sous H. Si G est 'un
de ces quatre groupes, alors M se répartit en une ou deux classes de conjugaison
sous H.

Il est & rappeler (voir la Remarque 6.1) que tous les membres de M sont conju-
gués sous G et donc isomorphes.

Remarque 7.3. Soit © € G est tel que 2 'ox € Sy, et posons o’ = 2z~ loz. On

sait, d’aprés la Remarque 6.1, que o et ¢’ sont conjugués (dans L) a multiplication
par un élément de T prés. Il y adonc un f € L et un z € T; tel que f~lo'f =
zo, ou autrement dit, (xf)"lo(xf) = zo. Puisque f centralise Ty, il est clair
zfTi(zf)~t = 2T127!, et donc que M,y = M. On ne s’intéresse qu’a la classe de
conjugaison de ce dernier groupe, et donc on peut supposer, sans perte de généralité,
que 7 'ox = zo, avec z € Ty.
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7.1. Les cas triviaux. Si L = G, alors on a H =M = M, pour tout z, et il n’y
a rien & démontrer. En particulier, le théoréme est donc vrai dans les cas suivants :

G=L M
Ee As x Aq, (A2)%, Bg
E7 A5 X AQ, (A3)2 X Al,E7
Eg (A4)2,A5 X AQ X Al,D5 X A37D8,E6 X AQ,E7 X Al,ES
Fy Cs x A1, Ax x Ay, Az X Ay, By, Fy
Ga A1 X Ay, Ag, G

7.2. Graphes de Dynkin. Soient Ag, A, Au, Anm et Ay, les graphes de Dyn-
kin des groupes correspondants, et soient Ag et Ar, les graphes de Dynkin com-
plétés de G et de L. Rappelons que le graphe de Dynkin d’un sous-groupe de Lévi
(resp. du centralisateur d’un élément semi-simple) peut étre identifié & un sous-
graphe, unique & conjugaison sous le groupe de Weyl prés, du graphe de Dynkin
(resp. graphe de Dynkin complété) du groupe de départ. On a donc les inclusions
suivantes :
AL CAg et Am, CAuCAg,

On sait déja que Ay ~ Ap, pour tout z. Pour montrer que tous les M, sont
conjugués dans H, il suffit de montrer que les sous-graphes Ay, de Ay sont conju-
gués par le groupe de Weyl de H. En particulier, si tous les sous-graphes de Ag
isomorphes & Apg soient conjugués, alors le théoréme s’ensuit.

Il arrive parfois que Ag (et donc Ap) ne contienne qu'un seul sous-graphe
isomorphe a Apg. Dans ces cas-1a, il n’y a rien & démontrer, et le résultat est
immeédiat.

7.3. Les groupes de type A et les groupes exceptionnels. Si G est de type
A, alors tout centralisateur d’un élément semi-simple est en fait de Lévi, et on
peut donc se restreindre & considérer le graphe de Dynkin non complété Ag. M
est de type (AT_l)("H)/T. Si l'on note ay, . .., a, les noeuds de Ag, il est clair que
I'unique sous-graphe de type (Ar,l)(”‘*‘l)/ " est celui qui contient les nceuds

Al ey Op—15Qp 1y e oy Q2r—15 - o5 Ot 1) /r—rd1s- -+ s One

Supposons maintenant que (G, L, M) est I'un des triplets qui figurent dans la
Table 3. Dans les cas ot il n’y a aucune mention sous ’en-téte “remarque,” le graphe
Ag ne contient qu’un seul sous-graphe isomorphe & Apy.

Dans les trois cas qui portent la mention (x), Ag contient d’autres sous-graphes
isomorphes a Apg, et il faut donc faire un argument supplémentaire. Considérons
le cas oit G et de type E; et M de type (A;)*. Le groupe ne peut pas étre un
sous-groupe de Lévi de G : on sait que M admet un faisceau caractére cuspidal,
mais selon la Table 1, G n’a pas de sous-groupe de Lévi isogéne & M qui en admet
un. 11 est facile de faire la liste de tous les sous-graphes de Ag de type (Ap)*:

.707076707070 .707.75707.70 .707.7670707. o
[ ] [ ] [ ] et .707076707070
07070757.707. 07.70767.707. .7070767.707.

Les six premiers sous-graphes sont tous conjugués sous le groupe de Weyl de G, et
chacun des quatre premiers sous-graphes est contenu dans un sous-graphe de type
E7, et correspond donc & un sous-groupe de Lévi. Seul le dernier correspond & un
sous-groupe qui n’est pas de Lévi; celui-la doit étre égal & Any.
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G L M graphe remarque
A, | (A D (A,_p)HD/r .eoe oo e
E6 D4 A1 X A1 X A1 X A1 .707507.
D4 D4 O*'*?*.*O
E7 D4 Al X Al X Al X Al o—o—o—g—.—o—o (*)
Dy Dy 0-0-0-4-0-0-0
Es Ay x Ay x Ay e-e-0-3-0-0-0
Eg E¢ o-a-0-3-0-0-0
Esg Dy Ay XAy XA X Ap | o0deo-eome (%)
Dy Dy o-0-4-0-0-0-0-0
Es Ay x Ay x Ay e-0-3-e-0-0-0-0
E6 EG .—.—:—o—o—o—o—o
E7 Ad X AS X Al o—o—:—o—o—o—o—o
E7 E7 e0d-e-0000
Fy B, A x Ay e-0-e30-0 (*)
B2 B2 0-0-ey0-0

TABLE 3. Groupes exceptionnels

Un argument semblable permet de traiter les autres cas marqués (x) : dans
chaque cas, on trouve d’aprés la Table 1 que M n’est pas un sous-groupe de Lévi
de G, et que Ag n’a qu'un seul sous-graphe isomorphe & Ay dont le sous-groupe
correspondant n’est pas de Lévi. Ce sous-graphe-la est donc forcément égal et a
Apn. En particulier, Apg est seul dans sa classe de conjugaison sous le groupe de
Weyl G, et donc sous celui de H.

Le théoréme est maintenant démontré dans tous les cas figurant dans la Table 3.

7.4. Les groupes classiques. Supposons maintenant que G est I'un des groupes
SO2n+1, Spy,,, ou SOg,. Dans les groupes classiques, nous pouvons tirer profit du
fait que tout sous-groupe de Lévi se décompose en produit direct de son sous-groupe
dérivé et d’un tore. En particulier, on a

L ~ Lger x Ty
De plus, L se plonge dans un sous-groupe réductif
Lijee xL;i C G

ou L; est semi-simple, quasi-simple et du méme type que G, et ot T; est un tore
maximal de L;. Le groupe L se décrit comme suit : si G = SOy (resp. G = Spy),
alors il y a un entier positif M < N tel que Lge; ~ SOps (resp. Laer =~ Spyy), et on
a que Ly ~ SOx_ps (resp. Ly =~ Spy_,s)- Il est & noter que Lger X Ly n’est pas en
général de Lévi.

Si y est un élément d’un groupe classique, on note E(y) l'ensemble (avec mul-
tiplicités) de ses valeurs propres. Si 'on décompose un élément y € Lge, X Ly en
un produit y = d x ¢, o d € Lge et t € Ly, alors E(y) = E(d) U E(t). Enfin,
rappelons que dans tout groupe classique quasi-simple, deux éléments semi-simples
sont conjugués si et seulement s’ils ont les mémes valeurs propres avec les mémes
multiplicités.
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Imposons I’hypothése de la Remarque 7.3, et reprenons ses notations : ¢’ =
Yoz = zo, ot z € T;. Ecrivons ¢ comme un produit d - t, ol d € Lge, et t € T4,
et de méme pour o’ = d’-t'. Puisque de telles décompositions sont uniques, 1’égalité
o' = zo implique que

d=d et t' = 2t.
Puisque o et ¢’ sont conjugués, on sait que E(c) = E(o’), et puis il s’ensuit que
E(t) = E(zt). Il existe donc un k € Ny,, (T1) tel que ktk—! = 2t. Puisque k commute
avec Lger, on a maintenant

kok™' = kdtk™' = 2dt = o'.

Posons h' = zk; alors h'oh/~! = ¢. D’autre part, on a que A/'T:A'~! = 2Tz !
(car k normalise T4), et donc

(42) KWMR =1 =M,.

L’élément h’' appartient au groupe éventuellement non connexe Zg (o). Il reste de
démontrer qu’on peut remplacer A’ par un élément de H.

Considérons le groupe non connexe O,,. Il est clair que pour tout tore S C SO,,,
il existe un élément dans la composante non neutre de O,,, qui commute avec S. Par
conséquent, si S est un tore dans un produit quelconque des O,,, des Sp,,, et des
GL,,, alors toute composante contient un élément commutant avec S. Le groupe
Zc (o) est un sous-groupe d’un tel produit, et donc dans la composante de Zg (o)
contenant h', il existe un élément r qui centralise le tore 71T z. Cette derniére
condition implique que r normalise M. Ensuite, posons h = r~!h’. Cet élément
est forcément dans la composante neutre de Zg (o), i.e., dans H. Il résultes alors
de (42) que hMh~! = M,. M et M, sont donc conjugués sous H.

Remarque 7.4. Au cours de cette preuve, I'hypothése que L et M admettent des
faisceaux caractéres cuspidaux n’a joué aucun role. Cela nous aidera plus tard a
traiter les groupes simplement connexes de type classique.

7.5. Les groupes adjoints de type classique. Supposons que G est I'un des
groupes PSp,,, ou PSOy,,. La preuve pour ces groupes-ci consiste a se ramener au cas
des groupes classiques. Posons G= Spa,, ou SOa,, respectivement, et soit 7: G—
G Dapplication quotient naturelle. Soit T4 la composante neutre de 7 Y(Ty), et
posons L = Zé(Tl) et Yy = 7 1(3ss). Ensuite, choisissons un point ¢ € 7~ 1(0),
ainsi quun & € 7~ !(z) pour tout z € G tel que 2 tox € Ngs. On a donc 161 €
f]ss. Enfin, posons 1\~/II = Zﬁ(i’i‘lzbfl). L’ensemble f]ss est soit connexe, soit 4 deux
composantes. Essayons d’abord de mieux le comprendre.

Soit C C L/T; la classe de conjugaison dont Y4 est l'image réciproque, et
considérons I’application ¢: L / T, — L/T;. L’ensemble C = q¢~1(C) contient une
ou deux classes de conjugaison et une ou deux composantes. D’une part, toute classe
de conjugaison dans L / T, est connexe ; d’autre part, la réunion de deux classes de
conjugaison de méme dimension est forcément non connexe. On conclut que chaque
composante de C est une classe de conjugaison. Ensuite, I’application r: L—-L / T
étant & noyau connexe, on voit que 'opération d’image réciproque sous r préserve
le nombre de composantes. Donc chaque composante de Sy = r‘l(é) est 'image
réciproque d’une seule classe de conjugaison dans L / T,.

Si Y est connexe, alors tous les M; sont conjugués sous H (car le théoréme est
déja établi pour G), et donc leurs images M, sont conjugués sous H.
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En revanche, si X est réunion de deux composantes, notons-les 31 et 3.
Ensuite, definissons deux sous-ensemble M+, M~ C M par

=M, :i lez € I}

Il est & noter que cette répartition de M en deux sous-ensembles est bien définie, i.e.,
indépendante des choix des éléments i et &. Tous les membres de M™ (resp. M~ )
sont conjugués sous H, puisque les M, correspondants sont conjugués sous H.

Parfois, les membres de M™ et de M~ deviennent conjugués sous H, mais il
est également possible qu’ils restent non conjugués. Par exemple supposons que
G = S04 et M = L ~ SO,, x T;. Soit ¢ I’élément (—=1,1) € SOg, x T;. Alors
H ~ SOs, x SO9,.. Remarquons que les éléments & et —d ont les mémes valeurs
propres (avec les mémes multiplicités); ils sont donc conjugués dans G. En effet,
soit # € G une matrice de permutation telle que la conjugaison par & échange les
deux facteurs de H. On a alors &~ '6& = —¢. Il est clair que &Mz~ et M ne sont
pas conjugués dans H. Au contraire, 'image x de & dans PSOy, centralise I'image
o de ¢. Par conséquent, les images de M et de x1\7[x_1, qui restent non conjugués,
appartiennent tous les deux a M.

7.6. Les groupes Spin et 1Spin Si G est I'un des groupes Spin,, ou 1Spin4m,
posons G = SO,,, ou PSOy,,, respectivement. G est donc un quotient de G par un
sous-groupe central de cardinal 2. Définissons L, T+, H, 3. et M, comme étant les
images dans G de L, Ty, H, X et M,. Le théoréme étant déja établi pour SO,,
et PSOy,,, on sait que les M, se répartissent en une ou deux classes de conjugaison
sous H.

Ainsi que nous 'avons remarqué a la Section 7.2, les questions de conjugaison
de sous-groupes de Lévi se résolvent au niveau du graphe de Dynkin : deux sous-
groupes de Lévi sont conjugués si et seulement si leur sous-graphes correspondants
sont conjugués par le groupe de Weyl. Les M, et les M, étant des sous-groupes
de Lévi correspondants de H et H, on voit que la répartition des M, en classes de
conjugaison sous H coincide avec celle des M, sous H.

7.7. Le cas G = Eg, L = M = (A,)2. Imposons les hypothéses et prenons les
notations de la Remarque 7.3 : on a o' = 27 lox = zo pour un certain z € T;.
Le graphe de Dynkin complété Ag contient trois sous-graphes de type (A)?

] ! !
07076707. .7.767070 070767.7.

Si Ag ne contient qu’un de ces trois graphes, alors le résultat se déduit des argu-
ments de la Section 7.2. Le seul sous-graphe propre de Ag qui en contient au moins
deux est de type (A3)3, et celui-ci les contient tous les trois. Supposons désormais
que H est de type (A)3.

Le groupe H est donc un quotient central de (SL3)3. Notons 3 le groupe des
racines troisiémes de l'unité, identifié avec le groupe des matrices scalaires dans
(i.e., le centre de) SLz. Nous montrons maintenant que

H ~ (SLs x SL3 x SL3)/u5",
ot p5* est 'image du plongement diagonal p13 < p3 X 3 X 3. Soit K le noyau de
I'application (SL3)® — H. D’une part, on sait que |Z(G)| = 3, et donc |Z(L)/Z°(L)|

doit diviser 3, mais si K était trivial (et donc H ~ (SL3)?3), on pourrait en déduire
que |Z(L)/Z°(L)| = |Z(SL3 x SL3)| = 9. D’autre part, si |K| valait 9 ou 27, il est
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facile de voir que L serait & centre connexe, mais pour qu'un groupe de type (As)?
admette un faisceau caractére cuspidal, il ne doit pas étre a centre connexe. On
conclut que | K| = 3, et sans perte de généralité, on peut identifier K avec ﬂ?.

Par un léger abus de notation, nous allons écrire des triplets (a,b,c) € (SL3)?
pour désigner des éléments de H. Soit w € p3 une racine primitive troisiéme de
l'unité. Le centre de H est l'ensemble {(a,b,c) : a,b,c € pz}, ou on a, bien sir,
lidentification (w,w,w) = (1,1,1).

Notons T le groupe des matrices diagonales dans SLg, et soit My, Mo, et M3 les
images dans H de SL3 x SL3 x T, T x SL3 x SL3, et SL3 x T x SL3, respectivement.
Ces derniers sont des sous-groupes de Lévi de H correspondant aux trois graphes
ci-dessus. Tout sous-groupe de Lévi de H de type (A)? est conjugué a I'un de ces
trois. Supposons, sans perte de généralité, que M = M; et que M, est égal & I'un
de M;, My, M3. Notre but est donc de démontrer que M, = M;.

Soit U une représentation irréductible de G de dimension 27, et soit V' la repré-
sentation naturelle de SL3 de dimension 3. Alors

U= VeV ekokaVaV eV @k V.

U, Uz Us

On a U; = U2 M) pour i = 1,2,3. (Ici Uzt (M) désigne le sous-espace de U sur
lequel Z°(M,;) agit trivialement).

Un élément (a,b,c) € Z(H) agit sur U; (resp. Ua, Us) par le scalaire ab~!
(resp. be™1, ca™!). Nous pouvons maintenant identifier Z(G) comme sous-groupe
de Z(H) : c’est I'ensemble des éléments qui agissent sur U par un scalaire,i.e.,
I'ensemble des triplets (a, b, c) ot ab™! = be™? L

Z(G) = {(17171)7 (1:‘*}7‘*}2)’ (17w27w)}'

=ca

Bien str, on a o € Z(H); par contre, 0 ¢ Z(G) (car H = Zg(0)). Il y a donc six
possibilités pour o :

(1,1,w), (1,w,1), (1,w? w?)

43
(43) (1,1,w?), (1I,w,w), (1,w% 1)

Il est a noter que chaque élément de Z(H) \ Z(G) agit sur les trois composantes
Uy, Uy, Us par trois scalaires différents.

Montrons maintenant que ¢’ € Z(H) \ Z(G) aussi. On sait que ¢/ = zo avec
z € T1. Si o = (a,b,¢), alors ¢’ = (a,b,¢’) pour une certaine matrice ¢’ € T.
Ecrivons

c
o' = | a,b, ch : ou ¢y chey = 1.
c

Cet élément agit sur Uy par le scalaire ab™!, et ses valeurs propres sur Us (resp. Us)
sont be, b, bl bey ! (vesp. ¢haTh, chaTt, cha™t), chacune avec multiplicité 3. Mais
ses valeurs propres doivent coincider avec celles de ¢ : on en déduit immédiatement
que ¢, ch, et ¢4 sont des racines troisiémes de I'unité. Ensuite, la condition ¢} chcs =
1 sur trois racines troisiémes de I'unité implique qu’elles sont soit toutes égales,
soit toutes distinctes. Mais si elles étaient toutes distinctes, ¢’ aurait trois valeurs
propres distinctes sur Us, tandis que o n’en a que deux sur Us & Us. 1l faut donc

¢y =y =dh, i.e., que ¢’ soit une matrice scalaire, et donc que o’ € Z(H).
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Puisque o agit sur U; = UZ° M) par ab~!, il faut que o’ agisse sur U%° (M=) par
ab™!. Mais ¢’ agit sur U; par ab™!, et par d’autres scalaires sur U, et Us. On en
déduit que UZ° M=) = [/, et donc que M, = M.

78. Le cas G = E7, L = M = (A;)3. Les hypothéses et notations de la Re-
marque 7.3 restent en vigueur.

Rappelons que E7 contient plusieurs classes de conjugaison de sous-groupes de
Lévi de type (A1)3, dont une seule admet des faisceaux caractéres cuspidaux. Le
graphe de Dynkin complété Ag contient deux sous-graphes correspondant & cette
classe de conjugaison :

[ ] [ ]
.*0*0*6*0*0*0 O*O*O*é*.ﬁO*‘
Il s’ensuit que M se répartit en au plus deux classes de conjugaison sous H. Nous
démontrons par exemple maintenant que les membres de M ne sont pas forcément
tous conjugués.

Prenons pour H I'unique sous-groupe (a conjugaison prés) de type Az x Aj x Aj.
H est donc un quotient de SL4 x SLgo x SLy.

Soit K7 I'image de SL4 x SLy x T dans H, et Ky I'image de T x SLo x SL4. Soit
M; (resp. My) le sous-groupe de Lévi (unique a conjugaison prés) de K (resp. Ko)
de type (A1)3. Supposons, sans perte de généralité, que M = Mj. Il est clair que
M, n’est pas conjugué & M dans H.

Puisque |Z(G)| = 2, on sait que |Z(K1)/Z°(K1)| < 2. D’autre part, le fait que
son sous-groupe de Lévi M; admette un faisceau caractére cuspidal implique que
Z(K1)/Z2°(Kq)| = 2.

Explicitons le centre de H. C’est un quotient de 14 X pi2 X p14. Des considérations
semblables & celles de la section précédente permettent de trouver explicitement
le noyau de cette application, en utilisant le fait que |Z(K;)/Z°(K1)| = 2 et que
le caractére non trivial du centre de K; est & restriction non triviale sur chaque
facteur quasi-simple de M;. On trouve qu’on peut identifier

H ~ (SLy x SLy x SL4)/uf,

ott puf C g X pg X py est le groupe cyclique engendré par (i, —1,14).
En particulier, on a |Z(H)| = 8. Deux éléments parmi les 8 constituent Z(G) :
a savoir, les triplets (1,1,1) et (—=1,—1,—1). L’élément o doit étre 'un des six

éléments qui restent. Ecrivons un ensemble de représentants de ces six éléments :

(1,1,4)  (1,—1,9) (1,1,-1)

(1,1,-i) (1,-1,-0) ordre 2: (9" 1)

ordre 4 :
Il est clair que K; et K» sont conjugués sous G : leurs sous-graphes dans Ag
sont conjugués. Soit € G un élément tel que zK 127! = Ky et 2Koz™! = K;. La
conjugaison par x préserve H et donc Z(H). Puisqu’elle doit également préserver
le facteur de type A; dans H, on voit que la conjugaison par = doit stabiliser les
deux éléments d’ordre 2 dans Z(H). (Il est a noter que (1,1,—1) = (—1,1,1) dans
En résumé, si 'on pose 0 = (1,1,—1) ou 0 = (1,—1,1), il existe un = € G qui
stabilise o, mais tel que M, = M, n’est pas conjugué dans H & M = M;.
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