REPRESENTATIONS DE SPRINGER POUR LES GROUPES DE
REFLEXIONS COMPLEXES IMPRIMITIFS

PRAMOD N. ACHAR ET ANNE-MARIE AUBERT

RESUME. A un groupe de réflexions complexe spétsial, muni d’un réseau radi-
ciel au sens de Nebe, nous associons un certain ensemble fini qui doit jouer
un role analogue & celui de l’ensemble des classes unipotentes d’un groupe
algébrique. Dans le cas des groupes imprimitifs, nous en donnons un paramétrage
combinatoire en termes des symboles généralisés de Malle et Shoji. Ce résultat
fournit un lien entre les travaux de Shoji sur les fonctions de Green pour les
groupes de réflexions complexes et ceux de Broué, Kim, Malle, Rouquier, et
al. sur les algebres de Hecke cyclotomiques et leurs familles de caracteéres.

1. INTRODUCTION

Les groupes de réflexions complexes, et surtout ceux dits spétsiaux, se sont
récemment montrés proches des groupes de Weyl des groupes algébriques dans
de nombreux aspects : ils admettent des algebres de Hecke et des groupes de tresses
avec de bonnes propriétés; leurs caracteres se répartissent en “familles” ; et pour
certains d’entre eux — les groupes imprimitifs — Shoji a développé une théorie de
fonctions de Green [13, 14, 15].

Rappelons que dans le cadre des groupes algébriques réductifs sur un corps
fini, les fonctions de Green sont certaines fonctions a valeurs complexes définies
sur ’ensemble des éléments unipotents. Elles se calculent par un algorithme, da a
Lusztig et Shoji, qui ne dépend que du groupe de Weyl. Une question naturelle est
donc : est-il possible d’effectuer le méme algorithme pour les groupes de réflexions
complexes ? Cette question est le point de départ des travaux de Shoji, et il a
découvert que les nouvelles “fonctions de Green” ainsi obtenues semblent vérifier
certaines conditions remarquables d’intégralité et de positivité (en commun avec les
“vraies” fonctions de Green), bien qu’elles n’aient pas (encore?) d’interprétation
géométrique.

Cependant, pour démarrer ’algorithme pour les groupes de Weyl, il faut d’abord
connaitre la correspondance de Springer. Par contre, pour les groupes de réflexions
complexes, puisqu’il n’y a ni variété unipotente, ni correspondance de Springer, il
faut choisir et imposer sur ’ensemble de représentations irréductibles une structure
qui ressemble a celles provenant des correspondances de Springer. Shoji n’a traité
que les groupes de réflexions imprimitifs, et il a choisi une structure définie en
termes des objets combinatoires dits “symboles.”

Cette circonstance donne lieu a plusieurs questions : Est-ce que la structure
choisie par Shoji est préférée ou naturelle en un certain sens, ou bien, est-ce que
d’autres choix donneraient lieu a des fonctions de Green différentes de celles de Shoji
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mais également valables 7 D’autre part, comment peut-on étendre ses résultats au
cas primitif (i.e., exceptionnel), ott ’on ne peut pas utiliser d’objets combinatoires ?

Le but de cet article est d’essayer de répondre a ces questions. Nous proposons ici
une nouvelle construction algébrique qui associe a un chaque groupe de réflexions
complexes (muni d’un réseau radiciel) un ensemble qui doit jouer le role de Iensem-
ble de classes unipotentes. Le résultat principal affirme que les symboles de Shoji
sont compatibles dans un certain sens avec notre construction, et donc que son
choix était bien naturel. D’autre part, notre contruction fonctionne également bien
pour tous les groupes de réflexions complexes spétsiaux, et nous obtenons ainsi les
débuts d’une extension des travaux de Shoji aux groupes primitifs.

Nous commencons a la Section 2 par définir tous les objets combinatoires dont
nous aurons besoin. La section 3 est consacrée a des rappels sur les groupes de
réflexions complexes imprimitifs, leurs représentations, et leurs algebres de Hecke
cyclotomiques. La construction algébrique mentionnée ci-dessus repose sur deux
concepts : les représentations spéciales et 'induction tronquée. Nous les traitons
aux Sections 4 et 5 respectivement. Nous établissons une compatibilité entre 1’in-
duction tronquée et les symboles a la Section 6, et une autre compatibilité entre les
représentations spéciales et les sous-groupes paraboliques a la Section 7.

Enfin, a la Section 8, nous définissons, de manieére algébrique, une classe de
sous-groupes dits pseudoparaboliques et puis une classe de représentations dites de
Springer. (Pour les groupes de Weyl, les représentations de Springer sont celles as-
sociées aux systemes locaux triviaux par la correspondance de Springer ; elles sont
donc en bijection avec les classes unipotentes). Ensuite, nous calculons toutes les
représentations de Springer de tous les groupes imprimitifs spétsiaux. Le Théore-
me 8.9 en donne un paramétrage en termes des symboles dans le cas des groupes
non diédraux, et le Théoreme 8.13 traite les groupes diédraux.

2. SYMBOLES ET MULTIPARTITIONS

Soient d et e deux entiers strictement positifs. Dans cette section, nous intro-
duisons certains ensembles d’objets combinatoires (dont les symboles et les mul-
tipartitions) qui dépendent de d et e. Dans la section suivante, nous rappellerons
les liens entre ces objets et la théorie des représentations du groupe de réflexions
complexes imprimitif G(de,e,n) et de ses algebres de Hecke cyclotomiques. Pour
cette raison, on dira toujours que nos objets combinatoires sont associés au groupe
W = G(de, e,n), plutdt qu’'aux entiers d et e.

Un poids pour W est un élément du quotient Z€/(1,...,1), dont tout représent-
ant (mg,...,Mge—1) & la propriété que m; = m; si ¢ = j (mod d). Par abus de
langage, nous parlerons d’un élément de Z comme s’il fiit un poids, au lieu de
parler du poids dont cet élément-la est un représentant.

En particulier, le poids

n(de,e) =(1,0,...,0, 1,0,...,0,... 1,0,...,0)
—_—— N——
d coordonnées d coordonnées d coordonnées

est appelé le poids spétsial pour G(de,e,n). Les poids
b= (1,0,...,0) et d=(0,...,0)

seront particulierement utiles.
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Soit ¥ = (Py,...,P4e_1) un de-uplet de suites finies croissantes d’entiers posi-
tifs :
U, = (\IJEO) <. < \pgmi_l)).
Soient r et s deux entiers positifs, et supposons que \I!EO) > s pour tout ¢ > 1. On
pose U/ = (¥,... ¥/ ), ol

, Jo<u <<l 4 sii=o0,
(<0 pr<..<w™ D 4n) siiso.

On appelle ¥’ le (r,s)-décalé de ¥. Lopération de (r,s)-décalage engendre une
relation d’équivalence sur ’ensemble des de-uplets de suites finies croissantes d’en-
tiers positifs. Une classe d’équivalence sous cette relation est appelée un (r,s)-
présymbole. De plus, si m est le poids (mo, ..., Mg4e—1), on dit que ¥ est de poids
m. (Evidemment, ce poids reste invariant sous décalage).
En particulier, le protosymbole de type (r, s) et de poids m est le (7, s)-présymbole
P = <I>7"s(m) = ((I)o, ceey (I)defl),

5. — 0,7,...,(m; —1)r) sit =0,
' (s,r+s,...,(my—L)r+s) sii>0.

Soit P,, ensemble de de-uplets de partitions dont la somme totale égale n :

E al = n}
4,7

7’":{<(0<a8<-~-<a§°>,...,<0<a231<---<aZZif))

7] Qde—1

On appelle rotation (a I’égard de W) I’application r : P,, — P,, définie par

(1) (g, Qge—1) = (Qd, g1y -+ s Qde—1, 0, -« -, Xg—1)-

L’ensemble des multipartitions pour W, ou W -multipartitions, est I’ensemble des
r-orbites sur ﬁn

Evidemment, l'opération de rotation est triviale dans le cas du groupe W =
G(d,1,n), pour lequel une multipartition n’est autre qu'un d-uplet de partitions.
Par contre, les r-orbites sont en général non triviales pour G(de, e, n). Si ac est une
G(de, e, n)-multipartition, et si & € P, en est un représentant, on dit que é& est une
G(de, 1,n)-multipartition au-dessus de a. En général, lorsqu’on a besoin d’écrire
une G(de, e, n)-multipartition explicitement, on écrira plutdt, par abus de nota-
tion, une G(de, 1, n)-multipartition au-dessus de celle-14. Nous noterons P(de, e, n)
Pensemble des G(de, e, n)-multipartitions.

Soit @ € P(de, e, n), et soit & une G(de, 1, n)-multipartition au-dessus de a. On
note s.(a) le cardinal du centralisateur de & dans le groupe cyclique engendré par
r. (Il est clair que s(a) est indépendant du choix de &).

Ensuite, soit m un poids. En ajoutant des “0” supplémentaires si nécessaire, on
peut considérer & comme un (0, 0)-présymbole de poids m. Posons

A=A (&)=a+ 2" (m).
Bien siir, les divers & donnent lieu & divers A, et r induit une application (toujours

appelée rotation) sur 'ensemble de tous les présymboles qui s’obtiennent de cette
fagon. Le symbole de type (r,s) et poids m associé a a est 'ensemble de tous les
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présymboles obtenue par cette construction, ce qui est une seule orbite par rotation.
On note ZJ;° 'ensemble des symboles de type (r, s) et de poids m

Soit A un symbole. Choisissons un représentant (& I’égard de la rotation et du
décalage) (Ao, ..., Age_1) pour A, ainsi qu'un représentant (mo, ..., mge_1) € Z%
de son poids tel que m; égale le nombre de coefficients de A;. L’ensemble des
“positions” dans A est

S(A) ={(i,7)|0<i<deet 0<j<m}
Nous munissons cet ensemble d’un ordre total comme suit :

j<l, ou
(i,7) < (k,1)  si<j=10k>0eti=0, ou
j=lLk>0eti>k.

Un symbole A est distingué s’il possede un représentant (Ao, ..., Age—1) tel que
(2) AD <A i (6,5) < (kD).

(Autrement dit, un peut considérer un représentant d’un symbole comme une ap-
plication S(A) — N; le symbole est distingué si cette application est croissante). Il
est a noter que cette propriété du représentant est stable sous décalage mais non
sous rotation en général.

Deux symboles du méme type et du méme poids sont dits similaires si tous
deux possedent des représentants ayant les mémes coordonnées avec les mémes
multiplicités. (Puisque les symboles sont définis ici comme provenant des multipar-
titions, il n’est pas évident que chaque classe de similitude contienne un symbole
distingué).

Ezemple 2.1. 1l y a 22 multipartitions pour G(3,1,3) :

1,2) (2,01°1,1D)  (2,9,[1,2)

],2,9) (2, 2,1D) (@, 1%, 2) (2,[3
JL21,8)  (2,01],2)  (2,9,01°)
1
2

3

L2l,e,2) (17,0],2) ([,0,0)  (
1 %,2) (2,010,117
2 1, [11) (2,9, 3]

,e,2) (1P, 01D ((1],9,12)  (
1, [1], 2) (1 212)  (1],2,00%) (2,

Les symboles correspondants de type (3,1) et de poids (1 0,0) sont :
05 03 7\" 03\ "
1 5 4 2 1 4
2 4 1 1 26
15\~ 14\~ 4\ 036\~ 0 3 0 36
2 2 2 4 7
1 2 3 58
14 04 0 3
1 1
2 3
* 04\ * 037
2 3 14
1 1 25
Les 13 symboles qui portent une étoile sont les symboles distingués.
Un exemple d’une classe de similitude est :

()00

Ezemple 2.2. Pour G(3,3,3), Popération de rotation est non triviale. Voici un en-
semble de représentants de ses 8 multipartitions :

[N

3l,2,2) (2,2,0) (1,2,2,2) ([1°],[1],2
(1%, 2,2)  (17),2,01)  ([2],[1],9) (11, 1], [t
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Les symboles correspondants de type (3,0) et de poids (0,0,0) sont :
B 6 G Gy
0 0 03 04
0 1 03 03
4 * 15 2\ * 1\ *
G ) 6
3 04 0 1

Les étoiles désignent toujours les symboles distingués.

oo
[

3. LES GROUPES IMPRIMITIFS ET LEURS ALGEBRES DE HECKE

3.1. Les représentations irréductibles du groupe G(de,e,n). Rappelons que
le groupe complexe imprimitif G(e, 1,n) est le groupe linéaire complexe sur V =
EB;-L:l Ce; formé des matrices monomiales dont les coefficients non nuls appartien-
nent & {¢7 : 0 < j < e—1}, o1 (. est une racine primitive e-ieme de l'unité. Le groupe
G(e,1,n) est donc le produit semi-direct de son sous-groupe de matrices diagonales
avec le sous-groupe de matrices de permutations, i.e., G(e,1,n) = (Z/eZ)" x &,,.
Dans cette représentation, le groupe G(e, 1,n) est engendré par la réflexion ¢ qui
envoie e; sur (.e; et laisse fixes es, ..., e, et par les matrices de permutations s;
(1 <i<n-—1) correspondant aux transpositions (¢,7 + 1).

Soit v.: G(e,1,n) — C le caractere linéaire défini par ~.(t) := (. et Ye(s;) =1
pour 1 << n—1.

Soit @ = (g, 1,...,@c—1) un e-uplet de partitions de n. Pour tout entier ¢
tel que 0 < ¢ < e — 1, nous notons n; la somme de la partition o; (i.e., n; =
Z?;o ozg ). Les représentations du groupe symétrique &,,, peuvent étre considérées
comme des représentations du groupe G(e,1,n;), via la projection naturelle de
G(e,1,n;) sur &,,. Les classes d’isomorphie des représentations irréductibles de &,,,
sont paramétrées par les partitions de n; et nous noterons E,, une représentation
irréductible de &,,, correspondant a la partition eo; de n;. Nous posons n, :=
(ng,n1,...,Me—1) €t

G(e,1,n.) :=G(e,1,n9) X --- x G(e,1,ne_1).
La formule
Eo = 1d51") (Eay ® (Bar, ®70) ® @ (Ba,_, ®79571))

définit donc une représentation du groupe G(e,1,n). La représentation E, est
irréductible, Eo % Eg si a # (3, et les (classes d’isomorphie) des E, décrivent
toutes les (classes d’isomorphie) de représentations irréductibles de G(e, 1,n).

Le groupe G(de, e,n) est un sous-groupe d’indice e de G(de, 1,n), noyau du car-
actere linéaire 'yge. Nous allons rappeler la description de ses caracteres irréductibles
en fonction de ceux du groupes G(de, 1,n).

Remarquons que s.(a) (voir la Section 2) divise n. La restriction de Eo &
G(de,e,n) est somme de s.(a) représentations irréductibles distinctes, nous les
notons Eu 1, ..., Eo s, (a) €t toute représentation irréductible de G/(de, e, n) inter-
vient dans la restriction d’une représentation E, pour o un de-uplet de partitions
de n. Plus précisément, nous posons

0= (5182 5,_1)"%(® et G(de,e,ng.) = G(de,1,n4.) N G(de,e,n).
La restriction & G(de, e, ng.) de la représentation

Eay ® (Bay ®7de) @+ ® (Boge_, @7557)
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de G(de, 1,ng4.) est invariante par o et s’étend au produit semi- direct G(de, e, nge) »
(o). Les induites & G(de, e,n) des diverses extensions décrivent l’ensemble des com-
posantes irréductibles de la restriction de Eq & G(de, e, n).

3.2. Polynéme de Poincaré et degrés fantémes. Soit W C GL(V) un groupe
de réflexions complexes et soit S(V) l'algebre symétrique de V. Nous notons n
la dimension de V. L’algebre des invariants S(V)" de W dans S(V) est une al-
gebre de polynémes sur n éléments homogenes algébriquement indépendants de
degrés respectifs notés dy, ..., d,, ([4]). Le nombre N* de réflexions de W est égal
ad> it (d—1).

Le polynéme de Poincaré Py de W est donné par la formule

(X —1)" - Py (X <W|Zdej‘ft§( w)) =[x -,

i=1
ou dety désigne le déterminant sur V. Pour W = G(de, e, n), on obtient

an -1 n—1 Xdei -1

X1 Loxi—1

1=

PG(de,e,n) (X) =

En particulier :

n XEifl X" _1 ei*l
PoeanX) =151 Pocen ) = F Il o

i=1 =1

Soit S(V)¥ T'idéal de S(V)" formé des éléments de degrés strictement positifs.
Nous notons S(V)w := S(V)/(S(V)Y¥ - S(V)) Dalgébre coinvariante de (W, V). En
tant que W-module, S(V/ ( )w est isomorphe & la représentation réguliere de W. Soit
SV)w = @;V_O S(V)iy la décomposition de S(V)w en ses composantes graduées.

Le degré fantéme d’une représentation irréductible E de W, noté Rg(X), est le
polynome dans Z[X] défini par

(3) Rp(X) = ij(E)Xj,

ot m;(E) désigne la multiplicité avec laquelle E apparait dans le W-module S (V){/V
On a (voir par exemple [16]) :
dety (w) Tr(w, E)

dety (X —w)

(4) Rp(X)= (X =" Pw(X)- )

weWw
Pour toute partie finie A de N, nous définissons les polyndémes suivants :

AAX) =[] (x*—xP),

a,be A
b<a
oA, X) =[] [[x'-
acA I=1
Soit a = (exg, @1, - .., @4e—1) un de-uplet de partitions de n. Pour 0 < i < de — 1,

nous écrivons a; = (0 < af < -+ < afi), nous notons n;(a) la somme de la
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= 5 )
1=0
et définissons des parties finies
Ai(a) == {dQ al dk}

partition «;, posons

1 1

de N, ou
af =al +], pour 0 < j < k;.
Pour tout multiple m de de, nous poserons o, = «;, Ciam(a) = ci(a) et
D’apres [7, Remarque 2.10], le degré fantome Rp_(X) de la représentation irré-
ductible E,, du groupe G(de, 1,n) s’écrit :

n de—1 i
Xde) X
deh
(5) Re. (0 = [T =0 11 @ ‘X@) Xdeetan

D’apres [7, p. 806], les représentations irréductibles Eq j, pour | € {1,...,s.(a)},
ont toutes le méme degré fantome Rg_ ,(X) =: Rg, 4, lequel s’écrit

Xnd
REmd(X) = Xnde _ 1 Z R”(O‘)

ou r est définie par ((1)). Puisque
rj(a) = (Qjdy Qjdt1s -3 Otde—1, 000, O, . ., Qjd—1),
nous obtenons
(rja)i:ai+jd, pour 0<i<de—1let0<j<e-—1.
Le polynéme Rg,, 4(X) admet donc l'expression
nd _ el de—1 s dey . Xinitja(e)
o e e T

7=0 \h=1 1=0

n—1 e—1de—1 s L
= 4(Xnd — 1> : H Xdeh - Z H 7’+]d ) Xde) i in%'ﬂd(a)
se(a) ) Xde) . Xde~ci+_jd(a) :

h=1 j=0 i=0 Aiyjae

L’expression
de—1
11 A(Aipja(e), X%
=5 O(Aitja(a), Xe) X decivia(e)

étant indépendante du choix de j € {0,...,e — 1}, le polynéme Rg,_ 4(X) s’écrit
encore

n— de—1 e—1de—1
(X" 1) 7 yden A(Ai(a), X
X e inl+Jd
e T e £

En utilisant les égalités

kitja

~ kivja(kiqja+1
ni-‘rjd(a) = Z (aé-l-jd — l) = —% + Z a,

=0 a€Aitja(c)
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nous voyons que Rg, q(X) est égal &

(xm—1) H wn o T AA(@), X%
’ (X - 1) ’ H de de-c; (o
se(or) % =5 O(4i(a), Xde) X deeile)
e—1

H Xl(a 1+7d(k1+]d+1)).
J=0a€A;ji(a)

3.3. Algebres de Hecke cyclotomiques et familles de caractéres. Soit W
un groupe de réflexions complexes irréductible fini et soit D le diagramme qui
lui est associé dans [2]. Ceci définit une présentation de W sur un ensemble de
générateurs S, avec des “relations d’ordre” s = 1 pour s € S, ainsi que des
relations homogenes, appelées “relations de tresses”. Le “groupe de tresses” B =
B(W) associé & W est par définition le groupe engendré par un ensemble {s :
s € S} en bijection s < s avec S, satisfaisant aux relations de tresses de D. Soit
u={us; : s €85,0<4i<ds;—1} un ensemble de nombres transcendants sur Z
tels que us; = ut; si s et ¢t sont conjugués dans W. L’algébre de Hecke générique
H(W,u) de W de parametre u est définie comme le quotient

do—1
H(W,u) := Z[u,u Y|B/I, avecl= ( H (s —wuss) = s€ S)

=0

de l'algébre de groupe de B sur Z[u,u~!] par l'idéal I engendré par certaines
“relations d’ordre déformées”.

Soient ., le sous-groupe des racines de 'unité de C et K un sous-corps du corps
Q(po) de degré fini sur Q. On note Zg 'anneau des entiers de K (c’est un anneau
de Dedekind) et p(K) le groupe des racines de I'unité de K. Soit ¢ un élément de
w(K). Pour s € S et 0 < i < ds— 1, nous supposons donnés des entiers relatifs
ns; € Z. Nous posons mg; = ng;/|pw(K)| et my = (ms0,Ms1,...,Ms,d,-1),
et nous notons m lensemble {m, : s € S}. Lalgébre de Hecke (-cyclotomique
HP (W) de W est la Zg (g, ¢ ']-algebre obtenue & partir de H(W,u) au moyen de
la spécialisation ¢: Zx[u,u=t] — Zklq,q '] définie par

G i — GG (CTHg) e
Le degré générique d’une représentation irréductible E' de W est le polynéme
DE = Pw/CE

quotient du polynoéme de Poincaré de W par I’elément de Schur cg de E.
L’algebre de Hecke générique H(e, 1,n) associée au groupe G(e, 1, n) est 'algebre
engendrée sur 'anneau des polynoémes de Laurent en e + 2 indéterminées :
-1 -1 -1, -1 -1
Llug, u1,Uy U] V0, Vls -y Vem1,Ug U] 5eeesUpq]
par des éléments si, So, ..., Sp—1, t satisfaisant les relations de tresses
§5Sj4+155 = Sj415;555+1 et Sn—ltsn—lt = tsn_ltsn_l

et les relations relations d’ordre déformées

(Sj — Uo)(Sj 7’&1) = (t — Uo)<t — ’Ul) e (t — ’Ue_l) = 0
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L’algébre spétsiale de G(e, 1,n) est 'algebre de Hecke 1-cyclotomique, obtenue par
la spécialisation 1-cyclotomique :

Ug—q, up——1, wvgr—q et vw—>§é pour 1 < <e—1,

i.e., Valgebre H(e,1,n) = H™(G(e,1,n)), avec m = {my,,...,m;, _,,m;}, ol
m,; = (1,0) pour 1 <j<n-—1et my =(1,0,...,0).

L’algebre de Hecke générique H(e, e, n) associée au groupe G(e, e, n) est :

— sin > 2oun =2 et e impair, I’algebre engendrée sur ’anneau

-1 -1
Z[”Oaulauo ) U ]
par des éléments s1, sa, ..., S,_1, S,,_, satisfaisant les relations
. !/ !/ /
8;8j+185 = 8j418j8j+1 (1 <j<n—2), s, 1Sp-28, 1 = Sn—25,_15n-2,
/ / / /
Sn—287,-15n—15n—-25,_15n—1 = S;,_15n—15n—-25,,-15n—15n—2,

/ / / / !/ !/
Sn—15p-15n—18p-15n—15p—1 """ = Sp—15n—15-15n—15p_15n—1 """

e facteurs e facteurs
/ / -
et (s,_1 —uo)(s,_1 —w1) = (s; —uo)(s; —u1) =0, pourl<i<n-—1;
— sin = 2 et e pair, 'algebre engendrée sur ’anneau
-1 -1 -1 —1
Z[UO;ulaUO;vhuO Uy Vg , Uy ]
par des éléments s1, s satisfaisant les relations

!/ / / / / !/
818181515151 crr = 815151515131 e

e facteurs e facteurs
et (8] —ug)(s] —uy) = (51 —vo)(s1 —v1) = 0.
L’algébre spétsiale de G(e,e,n) est Ualgebre de Hecke 1-cyclotomique, obtenue par
la spécialisation 1-cyclotomique :

Uo — 4, U1'—>—17 Vo — ¢ et ’Ul’_)_17

i.e., Valgebre Hi*(e,e,n) = H*(G(e,e,n)), avec m = {my,m,,...,m,, _,}, olt
my =m,, =---=m,,_, = (1,0).

Lusztig a construit une partition des caracteres irréductibles d’'un groupe de
Coxeter fini W en familles a I’aide de la théorie des cellules. Cette partition apparait
naturellement dans le paramétrage de Lusztig des caracteres unipotents d’un groupe
réductif sur un corps fini. Pour le moment il n’existe pas de définition de cellules
pour les groupes de réflexions complexes et 1’on ne peut donc pas utiliser I'approche
de Lusztig pour définir les familles de caractéres. Dans [12], Rouquier a décrit
une approche différente dans laquelle les familles sont définie comme les blocs de
d’algebre de Hecke-Iwahori de W sur un certain anneau O(z), défini comme suit :

O(z) == Zglz, 71, (™ — 1);7121]

Nous supposons dorénavant donné un groupe de réflexions complexes W imprim-
itif et nous fixons une bijection de ’ensemble des caracteres irréductibles de W sur
celui des caracteres irréductibles de HZ“(W) et identifions ces deux ensembles via
la bijection. Les familles des caractéres irréductibles sont alors définies (voir [10,
Definition 2.4]) comme les blocs de O(z)H(W).

Broué et Kim ont démontré (voir [1, Théoreme 3.17]) que les familles de car-
acteres de G(e, 1,n) a I'égard de l'algebre spétsiale sont données par les classes de
similitude des symboles de type (1,0) et de poids b.
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Afin de décrire les familles de caracteres de G(e,e,n) & I'égard de 'algebre
spétsiale, introduisons la notion de e-partition bégayante : une e-partition ¢ =
(g, - .., c—1) est dite bégayante si g = - -+ = @e—1. A toute e-partition bégayante
de somme n correspond e familles de caracteres de G(e, e, n), chacune réduite & un
singleton. Les autres familles de caracteres de G(e, e,n) sont données par les classes
de similitude des symboles associés & des e-partition non bégayantes, de type (1,0)
et de poids d (voir [1, Théoreme 4.3]).

3.4. Exemples. Les familles de caractéres pour les groupes de Weyl classiques
G(2,e,n) (e = 1,2) correspondent aux classes de similitude dans Zrll’(%’e), et en
particulier, les caracteres spéciaux correspondent aux symboles distingués.

Les classes unipotentes pour B,, (resp. C,, D,) correspondent aux classes de
similitude dans Zf{(%@) (resp. Zﬁ’(lm), Zik%,2))' En particulier, les caracteéres associés
aux systémes locaux triviaux par la correspondence de Springer correspondent aux
symboles distingués.

Les calculs de Broué-Kim [1] et de Kim [5] montrent que les familles de car-
acteres (& I’égard d’une algebre cyclotomique) de G(de, e,n) sont en bijection avec
les classes de similitude de symboles de type (1,0) et de poids convenable. Dans le
cas de l'algebre spétsiale d’un groupe spétsial, on sait aussi, d’apres Malle, que les

caracteres spéciaux correspondent aux symboles distingués de type (1,0).

Ezemple 3.1. Considérons le cas trés simple du groupe G(e,1,1) (lequel est un
groupe cyclique d’ordre e). Nous savons déja par [1, Proposition 2.10(2)] qu’il
y a deux familles de représentations irréductibles de G(e,1,1), celle réduite a
la représentation triviale et celle formée des autres représentations irréductibles.
Ce résultat se réinterprete en termes de symboles de la maniere suivante. On a
0 1
0
oLO0(b) = | . . Il y a e multipartitions pour G(e, 1,1). Les symboles corre-
0
spondants de type (1,0) et de poids b sont

0o 1 «— 0-eme ligne
0
1 :
_| - | o
Ao = : et Aj=| 7 — i-eme ligne (1 < i < e— 1).
0

0
Les symboles spéciaux sont Ay et Aq. Les classes de similitude sont au nombre de
deux :
{Ao} et {Az : ].S’LS@—].}

D’autre part, la représentation induite Ind{Gl(}f9 1) (1), étant égale & la représentation

réguliere du groupe G(e,1,1), est somme de la représentation triviale et de la
représentation 7, @ 72 @ --- @ v¢~ L. Ces deux représentations constituent donc
les représentations “constructibles” du groupe G(e, 1,1).

4. REPRESENTATIONS SPECIALES

4.1. Les fonctions a et b. Soit W un groupe de réflexions complexes fini, et
choisissons une algebre de Hecke cyclotomique pour W. Si E est une représentation
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irréductible de W, on peut considérer la multiplicité de la racine en ¢ = 0 de son
degré générique et de son degré fantdome. Ces deux entiers, qui sont appelés “a(E)”
et “b(E)”, respectivement, dans la littérature, jouent un réle trés important dans
la suite. La représentation F est dite spéciale si a(E) = b(FE).

Dans le cas ou W est imprimitif, ces fonctions ne dépendent que de la multipar-
tition associée & E. Nous écrirons donc “a(a)” et “b(a)” au lieu de “a(Eq,)” et
“b(Ea,)”.

Les fonctions a et b permettent aussi de définir la notion, introduite dans [8], de
groupe de réflexions complexes fini spétsial : un groupe de réflexions complexes fini
W est dit spétsial si I'on a

(6) a(E) <b(E) pour toute représentation irréductible E de W.

D’apres [9, Proposition 8.1], la propriété (6) est équivalente au fait que pour toute
représentation irréductible E de W, il existe une représentation irréductible spéciale
Ey telle que a(E) = a(Eyp). La Proposition 8.1 de [9] fournit d’autres caractérisations
des groupes de réflexions complexes finis spétsiaux.

L’ensemble des groupes de réflexions complexes finis spétsiaux contient en par-
ticulier tous les groupes de réflexions complexes finis qui peuvent étre définis sur le
corps des nombres réels.

Les groupes de réflexions complexes finis spétsiaux imprimitifs irréductibles sont
les groupes &,,, G(e,1,n) et G(e,e,n) (voir [9, preuve de la Proposition 8.1]).

Nous rappelons maintenant la formule obtenue par Malle [7] pour b(ex). Il résulte
de l'expression obtenue pour Rg, ¢(X) que b(ax) est égal &

(7)

— [ Fijalkiga+1)
A ; A I Sk o L S
755 D SRUI IS S st >
i=0 \ a,b€A;(a) i=0 a€Aitja(a)
b<a

Lorsque W = G(e, 1,n) et que la suite (ko, k1, ...,ke—1) est telle que kg =k + 1 et
ki=ksil<i<e—1,aveck €N, la formule (7) donne

®) o)=Y Zzwzzzcth”ﬁ

=0 a,beA; () =0 a€A;(a)
b<a

Lorsque W = G(e,e,n) et que la suite (ko, k1,...,ke—1) est telle que k; = k pour
tout ¢ € {0,...,e — 1}, avec k € N, la formule (7) donne

RN 3D DA I b SE ol (]

=0 a,beA; () =0 aeAL+Jd(a) =0
b<a

4.2. Formules combinatoires pour a et b. Dans cette section, nous introduisons
et étudions certaines fonctions combinatoires définies sur I’ensemble de symboles
pour un groupe imprimitif. Les quelques derniers énoncés traitent la relation entre
ces fonctions combinatoires et les fonctions a et b de la section précédente.
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Soit @ € P(e,1,n), et soit A son symbole de type (r,s) et de poids m. Si
(4,7) < (k,1), alors posons

a(AN)ijm = Inin(Az(.j)7 A](cl)) _ @Ej),

Evidemment, ces entiers dépendent du choix d’un présymbole représentant pour A.
Par contre, b°(A);; est indépendant de r et de s dans le sens suivant : si I’on change
r ou s mais garde la méme forme pour le présymbole représentant, alors b°(A);; ne
change pas.

En effet, il est clair que b°(A);; n’est autre que agj ), mais cette notation sera
quand méme utile : elle permet de référer aux coefficients d’'une multipartition
en termes des positions d’un symbole, au lieu de fixer une numérotation de ses
coefficients a I’avance.

Enfin, il est & noter que 'on ne définit pas a®(A);; i si (4,5) A (k,1). Ensuite, on
pose

a(M)= > a“Nigwm et (A= D b(A)y
(6,3)=(k,0) (4,5)=(k,0)
Il est facile de vérifier que a®(A) et b°(A) sont bien définis. De plus, comme on a
remarqué ci-dessus, b°(A) est indépendant de r et de s. Il est clair que

a®(N)ij e < b°(A)s5, avec égalité si et seulement si Agj) < A,(f)

pour tout symbole A. En comparant avec (2), on obtient immédiatement le résultat
suivant :

Lemme 4.1. Soit A un symbole. On a que a®(A) < b°(A), avec égalité si et seule-
ment si A est distingué.

Nous remarquons aussi que b¢ est “additif” (tandis que a® ne l'est pas en général) :
soient B’ € P(e,1,n’) et B € P(e, 1,n"), et posons a = B’ + 3" € P(e,1,n' +n").
Fixons deux entiers r et s ainsi qu’un poids m. Il est clair que

Y (AL (@))ij = 0° (AL (B')ij + b7 (ALY (BY))is
car cette égalité équivaut au fait que al(rj) = B0 + B87U). Le lemme suivant est
donc évident.
Lemme 4.2. Soient 3 € P(e,1,n’) et 8" € P(e,1,n"), et posons o = 3" + 3" €
P(e,1,n' +n'"). Alors
(AL () = b (ALY (B)) + b (AL (B”))-
Comme on I’a déja remarqué, les poids les plus importants sont b et d. Les deux

propositions suivantes permettent de comparer a® et b¢ pour des symboles de ces
deux poids.

Proposition 4.3. Si a € P(e,1,n), alors b°(Ay%(a)) = b(r(A5%())).

Démonstration. Posons A = Ap®(a) et A = AL%(a). 11 sera commode d’écrire les
formules pour b°(A) et b°(r(A)) dans une forme légerement différente. Posons

c(A);; = [{positions (k,l) dans A telles que (4, j) < (k,1)}|;
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la définition de ¢(r(A’));; est analogue. On a alors

(10)  B°(A) =D e(A)ib" (M) et B(N) =D e(r(N))ib(x(A))ij
(

(4,4)

i,5)

Pour comparer les symboles A et A’, choisissons des présymboles représentants
tels que toute ligne contient m coefficients, a ’exception de Ay, qui contient m + 1
coefficients. Supposons, sans perte de généralité, que A(()O) = 0. Evidemment, A
contient un coefficient de plus que A’, dans la position (0,m), laquelle est la plus
grande position dans 'ordre <. Il est donc évident que

c(r(A)ij = e(A)ij = e(A)ij — 1.
Autrement dit,
c(A)ij = e(A)sgi g

ou s(i,7) da/ésigne la plus petite position dans A (& I'égard de <) qui est plus grande
que (i, 7). Evidemment, on a que

(e—1,5) sii=0,
(11) SG.i) =4 (0 +1) sii=1,

(i—-1,j) sil<i<e.

D’autre part, si 'on pose ® = ®% et ¢’ = <I>£’0, alors on a que
(12)

AP — s oV —s  sii=0,
r(A); ) = LAY et (@)Y =) = Ut _p gii=1,
A9 s o) —s  sil<i<e

Il est immédiat que
b°(r(A"))i; = b°(A)
Puisque b¢(A)o,0 =0, on a que
B(A) = e(A); j0°(A)i
(4,4)
= D eM)aapnbW)aigy = D elt(W))igb(r(A))i; = b (x(N)).

(4,4)#(0,m) (4,4)

s(i,9)

Proposition 4.4. Si a € P(e,1,n), alors a®(A}) () = a(x(A;% ().

Démonstration. La preuve de cette proposition est tres proche de celle de la propo-
sition précédente. Reprenons les notations de cette preuve-1a : on pose A = AL (ax)
et A' = A;’O(a), et on en choisit des présymboles représentants de la maniére décrite
au paragraphe qui précede la définition (11) de s(4, j).

Les formules (12), dans le cas ou s = r, disent précisément que

r(A)D =AU~ e (@) =0l —
ou (i, ') = s(4, 7). Il s’ensuit que

a®(r(A"))ijme = a°(N)si gy, st -
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On a donc
a(r(N) = > a(t(A))ijk
(4,3)= (k1)
= Z a®(A) i g),s(kl) = Z a(A)ijm = a(A),
(4,3) = (k,1) (4,3)= (K, 1)
(1,5)#(0,0)
ol la derniere égalité est conséquence du fait que a®(A)go, ki = 0 pour toute position
(k,1). O

Enfin, nous décrivons la relation entre les fonctions combinatoires a® et b° et
les fonctions a et b de la section précédente. Le résultat suivant a été établi par
Malle [7] :

Proposition 4.5. (1) Si a € P(e,1,n), alors a(a) = a®(Ay°(ex)). De plus,
E,, est spéciale si et seulement si Allj’o(a) est distingué.

(2) Si o € P(e,e,n), alors a(a) = aC(Aé’O(a)). De plus, Eq, ot 1 <1 <
se(a), est spéciale si et seulement si A}j’o(a) est distingué. O

L’analogue de cet énoncé pour b et b° est donné ci-dessous. Il doit étre possi-
ble (voire, facile) d’en donner une preuve purement combinatoire & partir de la
formule (7), mais nous effectuerons une preuve différente plus tard.

Proposition (Voir la Proposition 5.9). Si o € P(e, 1,n), alors
b(a) = b (A" (@) = b°(x(A" (a))).

Les deux corollaires suivants sont maintenant des conséquences immédiates des
Lemmes 4.1 et 4.2. (Pourtant, nous éviterons d’utiliser ces corollaires avant de
terminer la preuve de la proposition précédente).

Corollaire 4.6. Soit a € P(e,1,n), et posons A = AL (), ot m est égal soit &
b, soit a d. Alors a®(A) < b(ax), avec égalité si et seulement si A est distingué. O

Corollaire 4.7. Soient 3 € P(e,1,n') et 3" € P(e,1,n"), et posonsa = B'+03" €
Ple,1,n' +n"). Alors b(a) = b(8") + b(3"). O

5. L’INDUCTION TRONQUEE

Soit W un groupe de réflexions complexes, et soit W’ C W un sous-groupe en-
gendré par réflexions. L’induction tronquée (ou I'induction de MacDonald-Lusztig—
Spaltenstein) est une opération qui associe & une représentation irréductible de W’
une certaine représentation irréductible de W. Pourtant, cette opération n’est pas
toujours définie.

Définition 5.1. Soit W un groupe de réflexions complexes sur 1’espace vectoriel V.
Une représentation irréductible E de W est dite j-inductible si elle intervient avec
multiplicité 1 dans S®®) (V) (la composante de degré b(E) de I'algebre symétrique
de V).

Proposition 5.2. Soit W un groupe de réflexions complezes, et soit W' C W
un sous-groupe engendré par réflexions. Soit E' une représentation irréductible j-
inductible de W', considérée comme sous-espace de S®F )(V), et soit E le plus
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petit sous-espace de Sb(E/)(V) qui contient E' et est W -stable. Alors la W -représen-
tation E C SYF)(V) est irréductible. De plus, b(E) = b(E'), et E est elle aussi
j-inductible.

Démonstration. La preuve de [3, Theorem 11.2.1] s’étend aux groupes de réflexions
complexes. O

Définition 5.3. La représentation E construite dans la proposition précédente est
appelée linduite tronquée de E', et est notée jiY, (E’) (ou simplement j(E’) s’il n’y
a aucun risque d’ambiguité).

Une autre description de I'induite tronquée est comme suit : si E’ est j-inductible,
alors il y a une unique composante irréductible E de l'induite (ordinaire) Indvvg, £
telle que b(E) = b(E"). Cette représentation E est 'induite tronquée de E’, voir |3,
Proposition 11.2.5]. (Si E’ n’est pas j-inductible, F n’est pas forcément unique).

Les deux propositions suivantes sont bien connues.

Proposition 5.4 (Transitivité de l'induction tronquée). Soit W’ Cc W' Cc W
une suite de sous-groupes engendrés par réflexions, et soit E"” une représentation
j-inductible de W". Alors i\, (E") = jiv. (3%, (E")).

Proposition 5.5. Soient Wy et Wy deux groupes de réflexions complezes, opérant
sur Vi et Vo respectivement. Alors W = Wi x Wy est un groupe de réflexions
complexes sur V.=V, @& V4. Soit E une représentation irréductible de W ; elle se
décompose en produit tensoriel E1 X Es, ou E; est une représentation irréductible
de W;, et on a que b(E) = b(E;) + b(E>). Alors E est j-inductible si et seulement
st By et Ey le sont.

Lemme 5.6. Soit € le caractére signe du groupe symétriqgue &,,, considéré comme
représentation de G(e,1,n). Posons E = e @ y%. Alors le degré fantéme de E est

Rp(X) = Xknen®=m/2,
En particulier, cette représentation est j-inductible.

Démonstration. La partition de n qui correspond au caractere signe de G, est

(1 <---<1), et donc la multipartition de € ® v* est a = (g, ..., @c_1), ol
(1<-.-<1) sii=k,
o = .
(0) sii# k.
On a donc

C({L2...n) sii=k,
Ai(a)_{{O} sii k.

Evidemment, A(4;(a), X) = O(4;(a), X) = 1sii # k. De plus, n;(c) = ¢;(a) = 0
si i # k, tandis que ng(a) = n et
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La formule (5) se réduit donc &

— - e A(Ak(a)’Xe) n—e(n®—3n%+2n
(13) Rp(X) = hl;[l(x h_1). OAL(a) X9 . xhn—e(n®—3n*+2n)/6.

Ensuite, on a que

A(Ak(a),Xe) = H (Xea — Xeb) — H H (Xel _ )(ej)7

a,bEAL(ax) j=1ll=j+1
b<a )
a n J
O(A(e), X) = [[[[x"-1 =][[[x"-1).
acAl=1 j=11=1

Alors, évidemment, on a que

[[2 4 (X — X)

B; on  Bj=—lHT
=1 (X =1)

Si j < n, alors

B _ (Xe(j+1) — X)) (XUt — XeI) ... (X" — X)
7 (Xe—1)(X2—1)--- (X —1)
B Xein=i) . (Xe —1)(X2% = 1) (X0 — 1)
(Xe—1)(X2¢—-1)--- (X —1)

Si I'on pose ¢; = X“("=7) et B = cjlej, alors il est évident que BB, _; =1 si
1 < j < n; de plus, dans le cas ou n est pair, on a que B;z/Z = 1. Par conséquent,

n—1 n—1 n—1
I15 =T en = e
i=1 i=1 i=1

D’autre part, on a que B,, = 1/ [[;_,(X¢ — 1). La formule (13) s’écrit donc

n

Rp(X) =[x —1)- ] B, - Xhnetrizsnteam/o

h=1 i=1
n n—1
— H(Xeh _ 1) . H cj- B, - an—c(n3—3n2+2n)/6
= =1
n—1
_ H c - an—e(n3—3n2+2n)/6 _ XZ:L;II ej(n—j3)+kn—e(n®—3n%+2n)/6
= i = .
i=1

Il est facile de vérifier que

n—1

> eitn =3 —enzj_ezg el —n),

et donc Rp(X) = Xknte®*=n)/2, O

En particulier, on voit que b(e @ v*) = kn +e(n? —n)/2. La légere généralisation
suivante est immédiate :
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Corollaire 5.7. Soit n = (ng,...,n,,) une suite d’entier positifs, et posons n =
no+---+mn, et Gle,1,n) = G(e,1,ng) x--- x G(e, 1,ny,). Soit E la représentation
e®~* de G(e,1,n). Alors

m

b(E) = kn + EZ(nf — ).

=0

Lemme 5.8. Soit o une partition de n, et soit a* = (0 < a0 < ... < a*(m)) sa
partition duale. Posons G- = G . X -+ X & um) et Gle,1,0%) = G(e, 1, ) x
- x Ge, l,a*(m)). Soit € le caractére signe de Gy«, considéré comme caractere de
G(e,1,a*) via la projection naturelle G(e,1,a*) — Sq=. Alors

Jaennd (e ®E) = Ea ®7f.

Démonstration. Rappelons les notations de la Section 3.1 : le groupe G(e,1,n) =
(Z)eZ)" x &, agit sur V = @), Ce;. On a défini un ensemble de réflexions
{t,s1,...,8,—1} qui engendre G(e, 1,n). Les s; engendre le sous-groupe &,,. D’autre
part, posons T = (Z/eZ)™. T est le plus petit sous-groupe distingué contenant la
réflexion t.

Posons o, = Z?:o a*® | ainsi que o_; = 0. Considérons les éléments suivants de
I’algebre symétrique sur V :

1 A= I (- Q=TI [l ce

op-1<i<j<on op—1<i<j<op I=1

P = H Ph Q H Qh
h=0 h=0

ainsi que
R=(e1--en)k.

Il est clair que G,+ agit sur C - P par le caractere signe, et que @ et R sont
G, +-invariants. D’autre part, le produit

PQ= ][ (=€)
0<h<m
op—1<i<j<op

est T-invariant, tandis que Paction de T sur C - R est donnée par le caractere v~.
En résumé,
G, agit sur C- P par €
G(e,1,a*) agit sur C- PQ par ¢
G(e,1,a*) agit sur C - PQR par ¢ @ ¥
Nous démontrons maintenant que deg PQR = b(e ® v¥). Il s’ensuivra que, pour
calculer I'induction tronquée de e ® ¥, il suffit d’étudier explicitement 1’action de

G(e,1,n) sur PQR. Pour commencer, considérons P, : son degré égale le nombre de
valeurs distinctes que prend le couple (4, j) dans la formule (14). Puisque o, —0p—1 =

*(h) ; ” a* . 13

"™ on voit qu’il y a ( N ) valeurs possibles de ce couple-la. Donc

(a*(h))Q o Oz*(h)
2

(a*(h))Q o a*(h)

deg P, = 5

et deg@Qp=(e—1)-
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R est évidemment de degré kn, et donc
*(h))Q _ a*(h)

deg PQR = deg R + ZdegPth =kn+ ez 5

h=0 =

Selon le Corollaire 5.7, il est bien le cas que deg PQR = b(e ® v*). En spécialisant
au cas ol k = 0, on voit aussi que deg PQ) = b(¢), ou ici on calcule b & I’égard du
groupe G(e, 1, a*).

On peut également calculer b(e) pour le groupe &,+ : dans ce cas, il est bien
connu que b(e) = 3 ((a*M)? — a*(M)) /2 = deg P.

Les trois polynémes P, PQ, et PQR ont donc les bons degrés pour permettre
de calculer certaines induites tronquées. Posons

Fy=jgr.eC 898P(V)

Fy = jaienmye C S©EPAV)

.G(e,1,n e
B =S5O (e@qk) c S0 PRR(Y)

F} est donc le plus petit &,-sous-module de S9€ (V) qui contient P, et ainsi de
suite. En particulier, PQ € Fy, et PQR € E.

Il est bien connu que Fj n’est autre que E,. Ensuite, on peut définir une ap-
plication &,-équivariante ¢ : S48 (V) — §9e PR (V) par ¢(f) = Qf. 1l est clair
que ¢(F1) est un sous-espace G,-stable de Fy. D’autre part, puisque PQ est T-
stable, il faut que T agisse trivialement sur Fb, et par conséquent, Fb est une
représentation irréductible de G(e,1,n)/T ~ &,. On conclut que ¢(F;) = Fy.
Puisque la représentation de G(e, 1,n) sur Fy est isomorphe a F,, on voit que sa
représentation sur £ = R - Fy égale E, ® . (]

Proposition 5.9. Toute représentation irréductible de G(e,1,n) est j-inductible.
De plus, pour toute o € P(e,1,n), on a que b(a) = b(Ap* ().

Démonstration. Soit a = (@, ..., 1) € P(e,1,n), et pour chaque 4, soit n; la
somme de la partition ;. Posons n = (ng,...,ne_1).

Selon le Lemme 5.8, chaque représentation Eo, ® 7% est une représentation j-
inductible de G(e, 1,n;), et donc, par la Proposition 5.5, la représentation

F= (EC!()@V)‘Z ‘E( Oe— 1®’Yee 1)
de G(e,1,n) est elle aussi j-inductible. Son induite tronquée fait partie de son
induite ordinaire, mais d’autre part, on sait que son induite ordinaire est déja
irréductible (c’est Eq). Il s'ensuit que E4 est linduite tronquée de F. Selon la
Proposition 5.2, la représentation E, est donc elle aussi j-inductible.
Il reste & établir la formule pour b(a). L’argument précédent, combiné au Lem-
me 5.8, montre que

_ G( ) G(e,1, l) i
o ]G(:1171L) (lXI]G(:1Z*) ®7€)> .

Au vu de la Proposition 5.5 et de additivité de la fonction b¢ (voir les commentaires
qui suivent le Lemme 4.1), il suffit d’établir la formule pour b(ex) dans le cas ou
Eo = € ®7F. Dans ce cas, toutes les partitions a; sont nulles si i # k, tandis que

ay=(0<1<---<1).
—_———

n parties
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Posons A = r(Ag’O(a)) (ol r est un entier positif quelconque). Supposons, en plus,
que chaque ligne de A contienne n coefficients (numérotés de 0 & n—1). Si l’on pose

k,:{kz—i—l si0<k<e—1,
0 sik=e—1,
alors on a que
C oy . ) .
s ={y 5w =
En particulier, on voit que
cAN)wj=en—j—1)+k.

La formule (10) donne donc que

n—1 n—1
B(A) = e(A)ib(A)ij = Y (M) =Y (e(n—j—1)+k)
(i.9) 7=0 J=0
n—1 TL(TL B 1)
=e nZ—Zj—n +kn:en2—eT—en+kn
=0
= kn 4+ e(n® —n)/2.
Il découle du Corollaire 5.7 que b¢(A) = b(e @ v¥). O

Remarque 5.10. La preuve de la proposition ci-dessus montre que toute représen-
tation irréductible de G(e,1,n) est de la forme

.G(e,1,n) 0 e—1
jG(e,l,aé)><~~»><G'(e,1,a:_1) ((6 ® 76> @ ® (6 @ Ve )) ’

3
la partition duale de la partition e; et ol @ = (g, ...,@c—1) € P(e,1,n). Ceci
constitue une généralisation au groupe G(e, 1,n) du résultat connu pour les groupes
de Weyl de type B,, (voir [3, Proposition 11.4.2] ou [6]).

ou, pour chaque ¢ € {0,1,...,e — 1}, on a noté af = (0 < af(o) <. < a’f(m))

Proposition 5.11. Si a € P(e,e,n) et Ago(a) est distingué, alors toutes les
représentations Eq (1 <1< sc(ar)) sont j-inductibles.

Démonstration. Soit a € P(e, e,n) une multipartition telle que les représentations
Eq, (1 <1< se(ar)) soient spéciales. (Il est clair que la propriété d’étre spécial ne
dépend pas de [, puisque les fonctions a et b ne dépendent que de ).

Si B € P(e,1,n), on sait que chaque Eq; intervient dans la restriction de Eg
a G(e,e,n) si et seulement si B est une multipartition au-dessus de « (et dans ce
cas, Eq, intervient dans Eg avec multiplicité 1). En particulier, il s’ensuit que

b(a) = min{b(B) | B € P(e,1,n) est au-dessus de a}.
Soit & € P(e, 1, n) une multipartition au-dessus de « telle que b(a) = b(&). On voit
que Eq; est j-inductible si et seulement si & est I'unique multipartition au-dessus
de a en laquelle la valeur de la fonction b égale b(cx).

Il est clair que les autres multipartitions au-dessus de « s’obtiennent a partir de
& par rotation. Donc nous voudrions démontrer que

brF (@) > b(a)  sirth(a) # a.
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Posons A = A;%(a) et A = AL°(&). Tl est clair que
a®(A) = a®(A) = a“(x(A)).
D’une part, puisque A est distingué, on sait que b(a) = a(ax) = a®(A). D’autre part,

la Proposition 5.9 dit que b(&) = b°(r(A)). On conclut que a®(r (i&)) = b°(x(A)), et
done, selon le Lemme 4.1, que r(A) est distingué.

S’il y avait une multipartition r*(&), différente de &, telle que b(r*(&)) = b(av),
alors on saurait que b¢(r*+t1(A)) = b(a) aussi. Pourtant, on sait que a¢(r*+1(A)) =
a¢(r(A)), et donc on voit que r#t1(A) devrait étre distingué. De plus, puisque & #
r*(&), on sait que r(A) # rFT1(A). Mais il est évident qu'une r-orbite de symboles
de poids d possede au plus un membre distingué.

Ainsi, & est bien I'unique multipartition au-dessus de « telle que b(&) = b(a),
et donc Eq; est j-inductible. O

Au cours de la preuve de la proposition précédente, nous avons établi le fait suiv-
ant : si a € P(e, e, n) est une multipartition telle que Ago(a) est distingué, et sil’on
définit & € P(e,1,n) par 'équation Eg = ]g((:’el’s))Ea,l, alors r(A;’O(d)) est dis-
tingué. Les Propositions 4.3 et 4.4 impliquent alors que (A" (&) = b(AL" (&),
et donc que Ap" (&) est également distingué. Cette observation fait partie du corol-
laire suivant.

Corollaire 5.12. Soient o € Ple,e,n) et & € Ple,1,n). Les trois conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) AL%(a) est distingué, et Eg ~ ]G((:’i’:))EaJ pour tout I, 1 <1< s.(ax).

(2) AL (&) est distingué, et & est au-dessus de oc.

(3) r(Ag’O(d)) est distingué, et & est au-dessus de o.
Démonstration. 1l reste & montrer que les conditions (2) et (3) sont équivalentes
et quelles impliquent la condition (1). Soit & € P(e,1,n), et soit a son image
dans P(e, 1,n). Il découle des Propositions 4.3 et 4.4 que Ay (&) est distingué si et
seulement si r(A] %(&)) Dest. Supposonb que ces deux conditions soient satisfaites.
On sait, par définition, que Ad (a) est distingué (car r(Ad (&)) Test). Par suite,
la proposition précédente nous dit que tous les E ; sont j-inductible. En effet, leur
induite tronquée (commune) doit étre Eg : si 'on définit &’ par Fg = jg((: e n)) Eqy,
alors on sait que & est au-dessus de a et donc est une rotation de é; mais on
sait aussi que r(A5°(&)) est distingué. Ce dernier étant une rotation du symbole
distingué r(Ag’O(d)), on voit que les deux doivent étre égaux, et donc que &' =
a. O

6. SYMBOLES SPETSIAUX ET INDUCTION TRONQUEE POUR G(e, 1,n)

Les résultats principaux de cette section (les Théorémes 6.3 et 6.4) fournissent
un lien entre les symboles distingués, 'induction tronquée, et les représentations
spéciales. Nous aurons besoin de la proposition suivante, utile pour le calcul des
induites tronquées.

Proposition 6.1. Soient 8’ € P(e,1,n) et B" € Ple,1,n"), et posons a =
B +B" € Ple,1,n' +n"). Alors

.G(e,1,n/+n"") o
JG(e,lm’)XG(e,l,n”)(Eﬁ/ X Eﬁ”) = Eq.
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P . s ol / ’ "o " " o "
Démonstration. SiB8 = (Bg,...,8._1)et B8 = (By,-..,B._1), soit n; (resp. n;) la
somme de la partition 3; (resp. B7), o1 0 < i < e. Posons aussi n’ = (nj,...,n._;)
et n” = (nf,...,n’_;). Comme on a remarqué au cours de la preuve de la Propo-
sition 5.9, on a que

e,l,n _
Eg = joics n@(Eag X (Eg ©@7)R--- K (Eg_ ®7571)),

et de méme pour Egr.
Posons n =n'+n", n; = n} +n/, et n = n’ + n”. En utilisant les définitions de
Eg et de Eg et la transitivité de I'induction tronquée, on trouve que

.G(e,1,n)

G(e,l,n’)XG(e,l,n”)(E,Bl X E ”)

.G(e,1,n) .G(e,1,n")xG(e,1,n"")
-]G(e,l,n )XG(e,l,n”)jG(e 1,n')xG(e,1,n"") & EIBI ® ’YG & lg Eﬁ” ®76)

(e,1,n) G(e,1,n; i 1
(15) JG(e,l,n) & G(e,l,n )><G (e,1,nf )(Eﬁ; ®’y€) X (Eﬁ;/ ®’Ye)‘

Etudions maintenant les facteurs du grand produit tensoriel ci-dessus : selon le
Lemme 5.8, pour chaque 7, on a

G(e’lanl) ) (e,l,nl) ) 7
JG(e,1,n])xG(e,1 n”)(EB’ ®% )@(EM ®7) = JG(e1.(B)*)xGle (g/.')*(€®%)®(€®%)

Maintenant, on remarque que la réunion des parties de (3;)* et de (3, )* n’est autre
que I'ensemble de parties de (3} + B)*. En particulier, on a que

G(e,1,(B7)7) x G(e,1,(B])") = G(e, 1, (B;)").

Il est clair que, sous cet isomorphisme, la représentation (e®~:)X (e®+~?) s’identifie
avec la représentation € ® 7! de G(e, 1,(83;)*).
La formule (15) devient donc :

.G(e,1,n) G(e,l,n G(e,l,m i
]G(e,l,n’)XG(e,l,n”)(Eﬁ/ E Eﬁ// - jG(e,l,n G(e,ly(ﬁ ) 6 ® ’Yé)

G(e,1,n —
G(e )g Eﬁ ®’Ye E .
([l

Ensuite, la proposition suivante, qui permet de décomposer un symbole en somme
de deux symboles plus petits, sera indispensable.

Proposition 6.2. Soit o € P(e,1,n), et posons A = Ay° (). A est distingué si et
seulement si, pour tous les entiers positifs r',r", s, s" tels que
OSSIST/ o =

16 t
(16) 0< " <1” € §+s =s

il existe des entiersn', n' tels que n’+n' = n, et des multipartitions 3 € P(e,1,n’)
et B" € Ple,1,n") telles que

a=0+p3" et Aﬁl’s/(ﬂ/) et Ag/’s”(,ﬁ'”) sont distingués.
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Démonstration. Supposons d’abord qu’on a des entiers n’ et n” et des multipar-
titions 3" € P(e,1,n) et B” € P(e,1,n") avec les propriétés décrites ci-dessus.
Posons A’ = A{)/’S/ (B') et A = A{)”’SH(,BN). Choisissons des présymboles représent-
ants pour A, A/, et A” de maniere que tous les trois aient la 0-¢me ligne & m + 1
coefficients, et toutes les autres lignes & m coefficients. Posons aussi & = ®"*(b),
®' = &' (m), et ' = &"*" (m). D’apres la définition des protosymboles, il est
évident que o) = @) 4+ @70). Puisque o) = B9 4+ B7U) | on voit que

i i
Az(.j) = A0 4 AVO),
Il en découle que a®(A);j ki = a®(A')ij ki + a®(A”)sj k1, et donc que
a®(A) = a(A) + a®(A").
D’autre part, on sait, d’apres la proposition précédente, que

Eo = jg((ee:ll:Z'))xG(e,l,n”)Eﬁ/ X Egr,
et donc que b(a) = b(Eg K Eg») = b(B") +b(8"). Selon la Proposition 5.9, on peut
conclure que

be(A) = b°(A) + b(A).
Puisque A’ et A” sont distingués, on voit que a®(A) = b°(A) (voir le Lemme 4.1),
et donc on déduit que A est distingué aussi.

D’autre part, supposons maintenant que A est distingué. Nous voulons trouver
n', n'", B, et 3" avec les propriétés énoncées dans la proposition. En fait, nous
allons d’abord décrire leurs symboles A’ = Ag’sl (B') et A = Ag/’s” (B"), et puis
nous montrerons que ces symboles-la proviennent en effet des multipartitions telles
que cherchées.

Les deux fonctions suivantes nous seront utiles :

kK :{0,...,r—=1} = {0...r"} kK" {0,...,r =1} —={0,...,r" — 1}
i si0<i<s, 0 si0<i<s,
i 2o . . / s .
. S sis <1<s . 1—s 818 <1<s
H/(Z) = : " : o //7 ! H//(l) = 7 : o //’ ’
71— S sis<1<s" 41, s sis <1< s 41,
! sis’+r'<i<r-—1 i—r sis’+r<i<r-—1

Il est clair que les fonctions ' et x” sont toutes deux croissantes, et que
K (i) +K"(i) =1

pour tout 2.

Pour chaque position (i, 5), le coefficient AEJ ) géerit

Agj):ar—l—b on0<b<r—1
de maniére unique. Définissons A’ et A” en posant
4 _ (49 _
(A);) = ar’ + K'(b) et (A" =ar" + k" (D)

et puis posons 3’ = A/ — "¢ (b)et B’ = A" — <I>’"”’S”(b). 11 faut vérifier que B’ et
B sont bien des multipartitions, et que A’ et A” sont distingués.

Pour démontrer que 3’ est une multipartition, il suffit de montrer que, pour tout
i, ﬂg(f_l) < ﬂ;m sij > 0, et que ,@2(0) > 0. Ces inégalités équivalent aux suivantes :

M) < (W)W = et (M) @ 20, (A)© >4 sii>0.
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Il est évident que (A')o(® > 0, et il est tres facile d’établir les autres inégalités a
partir des faits correspondants pour A :

AV <AD o AD >0, AP >ssii>o.

Si 'on écrit Agj_l) =a1r+ by et AEJ) = aor + bo, alors il faut que as > a1 + 1, et,
dans le cas ol as = aq + 1, on sait que by > b1. Dans le cas ot ag > a1 + 1, il est
clair que (A’);U=Y < (A");) —¢'; par contre, si ay = a; + 1, 'inégalité cherchée est
conséquence du fait que «’(by) > k’(b1). Ensuite, écrivons AEO) =ar+b. Sia>0,
on voit que (A);(® = ar’ + k’(b) > r' > s'; par contre, si a = 0, alors on sait que
b > s, et donc que x'(b) > s’. Donc 3 est bien une multipartition.

Démontrons maintenant que A’ est distingué. Soient (i, j) et (k,1) deux positions

telles que (i,7) < (k,1). Ecrivons
Agj) =ar+0b; et Ag) = agr + bs.

On sait que a1r + by < asr + by, ce qui implique que soit a; < ag, soit a; = as et
b1 < be. Dans tous les deux cas, on voit que a1’ 4+ £/(b1) < agr’ +£’(b2). Autrement
dit, (A')Ej) < (A’)g), et A’ est distingué.
Les preuves des faits que 3 est une multipartition et que A” est distingué sont
analogues. O
Nous pouvons maintenant établir les théoréemes suivants :

Théoréme 6.3. Soit W = G(e, 1,n), et soient r et s deux entiers tels que 0 < s <
r. Posons

S={E =j\.(F") € ter(W) | E' est une représentation spéciale de W'}
ou W' parcourt les sous-groupes de W de la forme

G(e,e,ny) x -+ x G(e,e,ng) X G(e,1,n541) X -+ x Gle, 1,n,)

s facteurs r — s facteurs

avec Ny + -+ +n, =n. Alors
S ={Ea | Ay’ () est distingué}.

Démonstration. Selon le Corollaire 5.12, pour toute multipartition a € P(e, 1,n),
At’l(a) est distingué si et seulement si F, est I'induite tronquée d’une représenta-
tion spéciale de G(e,e,n). D’autre part, on sait que Fq lui-méme est spécial si et
seulement si Aé’o(a) est distingué. Donc S s’écrit

S= {jII//IV/'(Eal K- NEq, )},
ot W’ parcourt les sous-groupes de la forme
G(e,1,n1) x -+ x G(e, 1,n,), avec ny + - -+ +n, =n,
et les multipartitions a, . .., a, sont telles que les symboles
A ea), o A (@) AL (ae), - AL (i)
sont tous distingués. Il s’ensuit de la Proposition 6.1 que S peut également s’écrire

sz{Ea

et A%)’O(asﬂ), e All)’o(ar) sont distingués

a=ai+ - +a, oAb (ay),... AL (o), }
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Enfin, un argument par récurrence utilisant la Proposition 6.2 montre que E, € S
si et seulement si Ap®(a) est distingué. O

Théoréme 6.4. Soit W = G(e,e,n), et soit r un entier positif. Posons
S={E =4, (E") €lrx(W) | E' est une représentation spéciale de W'}
ou W' parcourt les sous-groupes de W de la forme
G(e,e,ny) x -+ x G(e,e,ny)
avec ny + -+ +mn, =n. Alors

S = {Eq. | A;%() est distingué}.

Démonstration. Posons & = {jG(e’l’n)Eal | Ea; € S}. Selon le Théoreme 6.3,

e,e TL
Es € S si et seulement si AP (&) est distingué. Ensuite, le Corollaire 5.12 nous
dit que Ap" (&) est distingué si et seulement si Eg est I'induite tronquée d'un
Eq € Trr(G(e, e,n)) avec A () distingué. O

7. SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant :

Proposition 7.1. Soit W un groupe de réflexions complexes spétsial imprimitif, et
soit W' C W un sous-groupe parabolique. Si E € Irr(W') est spéciale, alors j\., E
l’est aussi.

Nous faisons d’abord le calcul de certaines induites tronquées en termes de sym-
boles.

Proposition 7.2. Soit @ = (ag,...,c—1) € Ple,1,n), ot
a=(a < <a).
Soit f un entier strictement positif. L’induite tronquée jG((:J;’IA;l)Ea est isomorphe
a Eg, o B=(By,-..,B.5_1) est donné par
Brei = (0<-- <af™ ™2 <™ < o™ ),

FEzxzemple 7.3. 1l est plus facile de comprendre la proposmon precedente en termes
des symboles de type (0,0) et 'ordre < : pour déterminer ,6' , on cherche 'unique
position (k,l) dans a telle que cij(A%O(ﬁ)) = ckl(AgO( )), et on pose ,81(-” = a,(f).

Par exemple, si
1223
o= (134 |,
056

023

.G(6,1,27 .
alors jg((3’1’27))Ea ~ Eg, ou

8=

OO O
GWND e

Pour prouver la Proposition 7.2, nous aurons besoin du lemme suivant, qui traite
un cas particulier.
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Lemme 7.4. Supposons que f > n. La représentation ]g((efl’ln’?)(e ® vE) est iso-
morphe a Eg, ot

%] sinon

ﬂj:{(l) sij=k (mode) etj<ne,

Il est a noter que ce lemme est bien en accord avec la proposition ci-dessus : la

multipartition de la représentation ¢ ® v* est a = (v, ..., e_1), olt
{(1 <. <1) sij=k
a; = .
%] SInon.

Démonstration. Posons
n
P= I -,  Q@=[[d"""  R=(ae)
1<i<j<n i=2

Comme on 'a démontré au cours de la preuve du Lemme 5.8, G(e, 1,n) agit sur
C - PR par la représentation € ® v¥ de G(e,1,n), et le degré de PR est juste pour
le calcul de son induite tronquée.

D’autre part, Fg s’obtient par induction tronquée comme suit :

— G(ef,l’n) n k+h
Ep = Jg(efr)xxGlef, <|Z| €R Vs e)
G(ef,1,n) k+h
G(ef,1,1)>< xG(ef,1,1) (&7 6)-

(On peut supprimer les € figurant dans le produit tensoriel car ils désignent la
représentation signe du groupe trivial &;). On renvoie 1e lecteur au Lemme 5.8

encore une fois pour vérifier que la représentation |X| heo 'kaw est réalisée par le
polynome
ellcelchre . k+(n—1)e — 6;636 . e%n—l)e . (61 L en)k _ QR

Pour démontrer que jg((:fllny) ~ Fg, il suffit de démontrer que le polynome PR

appartient au G(ef, 1, n)-module engendré par QR. P est le produit de n(n —1)/2
facteurs, et chaque terme e figure dans n — 1 d’entre eux. Il est donc clair que PR
est de la forme

PR=R > Chy... . emcehze . ghne,
0<h1,eoshn<n—1
hit-thp=n(n—1)/2
ol les Ch,,...p, € Z. Soit w € &,, C G(e, 1,n) la permutation qui échange i et j et
fixe tous les autres entiers. Alors 'action de w sur PR fixe les termes o h; = h; et
permute les autres termes. Mais on sait que G(e, 1,n) agit sur C - PR par ¢ ® v¥,
et donc w- PR = —PR. On en déduit que Cy, .. 5, = 0si hy = h;.

Autrement dit, pour que C, ... »,, soit non nul, il faut que les h; soient des entiers
positifs distincts et inférieurs ou égaux a n — 1. Evidemment, a permutation pres,
la seule possibilité est (h1,...,h,) =(0,1,...,n—1). En particulier, @ est 'un des
termes figurant dans la somme ci-dessus, et les autres s’en obtiennent par I’action
de &, C G(ef,1,n). PR et donc bien dans le G(ef,1,n)-module engendré par
QR. O
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Le corollaire suivant est maintenant immeédiat :

Corollaire 7.5. Supposons que f > n, et soit &« = (ag,...,qc—1) € Ple,1,n),
ot a; = (0 < al(»o) <... < agmi)) La représentation ]G((:);lr;;l)Ea est isomorphe a

Eﬁ, ol
5 = {(agmik)) sij=1i+ke et k <m;,

%] sinon.

Démonstration de la Proposition 7.2. Posons g = fn, et soit v € P(g,1,n) la mul-

tipartition telle que ]G(g’l’n)E

G(e,1,n)
sait que ]g((g}li”z)E@ ~ E., aussi.

Le Corollaire 7.5 décrit « soit en termes de a, soit en termes de 3.

Puisque toute représentation irréductible de G(e, 1,n) s’obtient par induction
tronquée d’un produit tensoriel externe de représentations de la forme € ® v*, on
peut déduire du lemme précédent une formule pour « en fonction de c. (I

= E.,. Par transitivité de I'induction tronquée, on

La proposition suivante découle immédiatement de la Proposition 7.2.

Proposition 7.6. Soit B la multipartition définie par Eg = jgfle’l’n)e. Alors
A%O(ﬁ) est distingué.

Démonstration de la Proposition 7.1. Les sous-groupes paraboliques de G(e, 1, n)
sont tous de la forme

W'=Gl(e,1,n0) X G, X -+ x &, ol ng+mny+---+np=n.
Soit E une représentation spéciale de W’ : donc
E=E,XFX-- X F,

ol Allj’o(a) est distingué, et F; est une représentation quelconque de &; (toutes
ses représentations étant spéciales). Rappelons que toute représentation du groupe

symétrique est 'induite tronquée de la représentation signe d’un produit de groupes

G(e 1,n)

symétriques plus petits. Nous nous intéressons a jy;, E, et donc on peut sans

perte de généralité supposer que F; = € pour tout i.

G(e,l,nl)

Soit B, la multipartition de la représentation jg €. Selon la Proposition 7.6,

A%O(ﬁi) est distingué pour tout 4. Il s’ensuit que la multipartition

a+B 4+ By,

Gle,1,

qui correspond a jy, ”)E a la propriété que son symbole de type (1,0) est dis-

tingué. Autrement dit, la représentation jG(e " E est spéciale.
La preuve pour G(e e,n) est presque la méme; on utilise le Corollaire 5.12

jGleeni)e . (Il est & noter que cette derniére re-

pour étudier les multipartitions des jg
présentation n’est pas forcément bien deﬁme : il peut exister plusieurs exemplaires
non conjugués de &,,, dans G(e, e,n;). Néanmoins les diverses représentations ainsi

obtenues sont toutes associées & la méme multipartition). O
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8. REPRESENTATIONS DE SPRINGER

Soit W le groupe de Weyl d’un groupe algébrique réductif. Une représentation
irréductible de W est dit de Springer si elle correspond, via la correspondance de
Springer, au systeme local trivial sur une classe unipotente. En particulier, I’ensem-
ble de représentations de Springer est en bijection avec I’ensemble de classes unipo-
tentes.

Dans cette section, nous commencgons par rappeler une caractérisation bien con-
nue des représentations de Springer (voir le Théoreme 8.2) en termes des sous-
groupes pseudoparaboliques. Ensuite, on voudrait prendre ’énoncé de ce théoréme
comme définition dans le cadre des groupes de réflexions complexes, mais il fau-
dra légerement modifier la définition de “pseudoparabolique” pour que les re-
présentations de Springer soient bien définies. Apres avoir trouvé la bonne définition,
nous donnons la classification des sous-groupes pseudoparaboliques ainsi que celle
des représentations de Springer.

Il est bien connu que les diverses conditions figurant dans la définition suivante
sont équivalentes.

Définition 8.1. Soit W le groupe de Weyl d’un groupe algébrique réductif G a
tore maximal T'. Soit G* le groupe dual de G, et soit T™* le tore maximal dual a
T. Un sous-groupe W’ C W est pseudoparabolique (& 1'égard de G) 8’il vérifie 'une
des conditions suivantes équivalentes :

(1) W’ est le centralisateur d’un point de T*.

(2) W' est conjugué & un sous-groupe engendré par les réflexions correspondant
a un sous-ensemble propre des noeuds du diagramme de Dynkin étendu de
G*.
Dans le cas ou G et G* sont définis sur C, on peut ajouter une troisieme version :
soit T{j une forme réelle compacte de T, et soit tjj son algebre de Lie. Soit L C
le réseau radiciel associé & G et T. On peut identifier T; avec t;/L, et donc W’ est
pseudoparabolique si

(3) W’ est le centralisateur d’un point de tj/L.

La deuxieme condition ci-dessus est importante car elle rend évident le fait que
tout sous-groupe pseudoparabolique est engendré par des réflexions ; pourtant, dans
le cadre des groupes de réflexions complexes, ou on ne dispose pas d’une théorie
bien développée de diagrammes de Dynkin, c’est la troisieme condition qui pourra
se généraliser. La caractérisation suivante des représentations de Springer est bien
connue (voir par exemple [3, §12.6]).

Théoréme 8.2. Soit W le groupe de Weyl d’un groupe algébrique réductif G. Une
représentation de W est de Springer si et seulement si elle est l’induite tronquée
d’une représentation spéciale d’un sous-groupe pseudoparabolique.

Désormais, nous travaillons dans le contexte suivant : K désigne un corps de
nombres abélien, V' est un espace vectoriel de dimension finie sur K, W C GL(V)
est un groupe de réflexions et V' est muni d’une forme hermitienne qui est W-
invariante et non dégénérée. Enfin, soit Zx ’anneau des entiers algébriques dans
K.

Définition 8.3 (Nebe). Une racine pour W est un vecteur propre pour une
réflexion dans W a valeur propre non triviale.
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Un réseau radiciel primitif pour W est un Zg-sous-module de V' qui est W-
invariant et engendré en tant que Zg [W]-module par une seule racine.

Nebe a classifié dans [11] tous les réseaux radiciels primitifs des groupes de
réflexions complexes. Plus tard, nous rappellerons ses résultats pour les groupes
imprimitifs spétsiaux, mais d’abord, esquissons ce que nous voudrions faire :

(1) Définir les sous-groupes pseudoparaboliques de W, & 1’égard d’un réseau
radiciel L, comme étant les stabilisateurs des points de V/L.

(2) Définir les représentations de Springer de W & ’égard de L comme étant
les induites tronquées des représentations spéciales des sous-groupes pseu-
doparaboliques.

(3) Espérer que tous les sous-groupes pseudoparaboliques aient la forme des
sous-groupes figurant dans les Théoremes 6.3 et 6.4, et puis déduire que les
symboles distingués parametrent les représentations de Springer.

Malheureusement, ce projet échoue a la premiere étape : les stabilisateurs des points
de V/L ne sont méme pas toujours des groupes de réflexions, et si 'on se restreint
aux sous-groupes du stabilisateur engendrés par des réflexions, on peut obtenir des
groupes qui sont non spétsiaux ou non pleins (voir la Définition 8.4).

Nous allons bien associer & chaque point de V/L un sous-groupe de W (ou plutoét,
une classe de conjuaison de sous-groupes de W) qui sera dit “pseudoparabolique”,
et puis nous effectuerons le reste de ’esquisse comme décrite ci-dessus. Pourtant,
le besoin d’éviter tous ces problemes complique beaucoup la construction.

Si L est un réseau radiciel primitif pour W, soit Wy, le groupe engendré par W
et toute autre réflexion qui préserve L et pour laquelle il y a une racine dans L.
Alors Wy, est un groupe de réflexions contenant W (et éventuellement plus grand)
pour lequel L est un réseau radiciel primitif.

Soit = € V/L. Soit (Wp)* le stabilisateur dans Wy, de z. Ce groupe-ci n’est pas
forcément engendré par des réflexions, et donc on définit (W )%, comme étant le
groupe engendré par les réflexions dans (WL)"” Maintenant, il n’est pas forcément
le cas que (WL);‘eﬂ ait la propriété suivante, laquelle sera essentielle pour les sous-
groupes pseudoparaboliques.

Définition 8.4. Un sous-groupe de réflexions W/ C W est plein si toute réflexion
s € W vérifie la propriété suivante : s’il y a un entier a tel que s* € W' et s% # 1,
alors s € W'.

x

Par un abus de notation, nous définissons (Wr)5.:,

comme étant un sous-groupe
parabolique maximal de (WL)féﬂ qui est plein en tant que sous-groupe de Wy (Clest
un abus car (W), nest unique qu’a conjugaison pres). Enfin, (W)

pas forcément spétsial. On note (W)
de (WL)I

plein*

T
plein

le plus grand sous-groupe spétsial plein

n’est

x
spets

Définition 8.5. Soit W un groupe de réflexions sur V, et soit L un réseau radiciel
primitif pour W. Un sous-groupe W’ C W est un sous-groupe pseudoparabolique
associé ¢ x € V/L si W =W N (WL);”pets pour un certain groupe (WL)fpets-

Une représentation irréductible de W est dite de Springer si elle est I'induite

tronquée d’une représentation spéciale d’un sous-groupe pseudoparabolique.
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Nous allons déterminer tous les sous-groupes pseudoparaboliques ainsi que les
représentations de Springer pour tous les groupes de réflexions complexes imprim-
itifs. Il faut traiter les groupes diédraux séparément car leurs corps de définition
sont de la forme Q(¢ + ¢~1) (ol ¢ est une racine de 'unité) plutét que Q(¢), et
par conséquent, la détermination des groupes Wy, ainsi que celle des sous-groupes
pleins ou spétsiaux est différente.

8.1. Les groupes imprimitifs non diédraux. Soient e un entier positif et ¢
une racine e-éme de 1'unité primitive, et posons K = Q(¢), V = @, Ke; (cf. la
Section 3.1), L1 = @, Zke;, et
Lo = {Eviei ey | Zvi € (]. — C)ZK}

(Tl est & noter que si e n’est pas une puissance d’un nombre premier, alors 1 — ¢
est inversible dans Zg, et donc Ly = Ly). On pose aussi W,, = G(e,1,n) et W, =
G(e,e,n).

Théoréme 8.6 (Nebe). (1) Sie nest pas une puissance d’un nombre premier,

alors Ly est l'unique réseau radiciel primitif de Wy, a isomorphisme pres.

(2) Sie est une puissance d’un nombre premier, alors W, admet deux classes
d’isomorphie de réseauzr radiciels primitifs, dont Ly et Lo sont des re-
présentants.

(3) Lq est l'unique réseau radiciel primitif de W), & isomorphisme prés sin > 3.

A la suite de ce théoreme et la classification des groupes de réflexions complexes,
I’énoncé suivant est évident.

Lemme 8.7. Pour tout groupe de réflexions complexes imprimitif irréductible W
défini sur K, et tout réseau radiciel primitif L pour W, on a que W = G(e, 1,n).

Lemme 8.8. Soit v ="> v;e; €V un point tel que v; = v; (mod Zg) pour tout i,
j. Soit x limage de v dans V/L, ot L est un réseau radiciel primitif. Si v; € Ly
pour tout i, alors

(Wo)isn = (We)piein = (WE)bpets = Gle, 1,).

plein
Sinon, soit t le plus petit entier strictement positif tel que (1 —(*)vy € Zy (et donc
(1 —¢Yv; € Zg pour tout i). On a que
(WLl)féﬂ = G<e/t7 1) n)a
~ ~ G(e,1,n) sit=1,
(WLl)glein = (WLI):pets = {G(l, l,n) sit>1.

Si e est une puissance d’un nombre premier p, alors on a aussi
G(e/t,p,n) sit<e,
G(1,1,n) sit=ce,

G(e,p;n)
G(1,1,n)

(WL2)féﬁ = {

Gle,e,n) sit=1,

t (Wiy)E e =
€ ( Lz)spets {G(Ll,n) sit>1.

s .
(WLz)plein - {
Démonstration. Le cas ou les v; sont dans Zg est évident. Nous supposons désor-
mais que les v; ¢ Zg. Remarquons qu’une fois qu’on connait les (Wg)Zy, les

(WL)}flein et les (Wp)&,eis s'en déduisent tres facilement. Il suffit de déterminer
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les (VT/L)féﬂ. Remarquons aussi que t divise e. En particulier, si e est une puissance
d’un nombre premier, alors t ’est aussi.

Soit s € &,, C G(e,1,n) la transposition qui échange e; et es. Puisqu’on a
supposé que v; = v; (mod Zg), on voit que

v—s-v= (v —v2)e; + (voa —v1)es € Ly C L.

On peut faire un calcul analogue pour toute transposition, et donc on sait que G,,
stabilise z. Ensuite, soit r € G(e, 1,n) la réflexion qui envoie e; sur (e; et fixe les
autres e;. Alors

“ertv = (v1 — (Ttug)er + (v2 — Ctor)es

= ((11 —v2) = (1 = Mva)er + ((v2 —v1) + (1 = ")y )es € Ly.

v—(r

Soit n = vy — v1 € Zk. Alors la somme des coefficients de cette expression égale

—CTA=Noa+ (1= (v2—n) = ¢ 1=C)A =2+ (1= ¢)n € (1-¢")Zk.

On voit que v— (r~*sr*)v € L. En combinaison avec &,,, 'élément r~*sr engendre

le groupe G(e/t,e/t,n). Donc G(e/t,e/t,n) C (WL)féﬁ et pour L = Ly, et pour
L= Ls.
Supposons maintenant que L = L1, et soit k un facteur de e. Il est clair que

L ik=t
v—rFv = (1= ey €4 ST ’
¢L; sil<k<t.

Donc 7t € (Wp, )%, mais 7% ¢ (W, )%, si 1 < k < t. On voit que G(e/t,1,n) C
(W, )% ; de surcroit, puisqu’on a déja considéré toutes les réflexions dans Wy, (i
conjugaison pres), on conclut que (Wr, )%, = G(e/t, 1,n).

Supposons maintenant que e est une puissance d’'un nombre premier. Si t =
e, alors aucune puissance non triviale de r ne fixe z, et (WLz)féﬂ = G(1,1,n).
Supposons désormais que ¢ < e. Méme si k = ¢, il n’est pas vrai que v — r*v € Lo,
car (1 — (Yvy € Zg mais (1 — ¢")vy ¢ (1 — ()Zk. Rappelons que (1 — (P)Zx =
(1 — ¢Y)PZ . Par conséquent,

v—7r"Py = (1-CP)ve € (1 —CHPZgvy C (1— Ct)p*IZKel c(1- C)p*2L2.

(Wr,)%q est engendré par G(e/t,e/t,n) et ', et donc on trouve que (Wg,)%q =
G(e/t,p,n).

Enfin, nous pouvons démontrer le théoreme principal.

Théoréme 8.9. Soit W un groupe de réflexions complexes imprimitif irréductible
spétsial non diédral, et soit L un réseau radiciel primitif pour W. L’ensemble des
sous-groupes pseudoparaboliques (d conjugaison prés) de W a 1’égard de L est in-
diqué ci-dessous.

Une représentation de W est de Springer a 'égard de L si et seulement si son
symbole de poids spétsial et d’un certain type (qui dépend de W et de L) est dis-
tingué. La table ci-dessous précise le type convenable pour chaque groupe W et
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chaque réseau L.

groupe ; sous-groupes type des
réseau pseudoparaboliques symboles

G(e,1,n), oue=p* p premier

Ly oo Gle,1mi) x [T, G, (p,0)

L, Gl(e,1,np) X Hf;ll Gle,e,n;) x Hle G, (p,p—1)
G(e,1,n), oue n'est pas une puissance d’un nombre premier
Ly = Ly | Gle,1,m0) x [I_, &1m, \ (1,0)
G(e,e,n), ot e=p* p premier, etn >3

Ly Tl Glese,ni) x ITiy Gm, [ @0
G(e,e,n), ou e n'est pas une puissance d’un nombre premier, et n > 3
Ly =Ly ‘ G(e,e,no) x Hf:1 Gm, ‘ (1,0)

Ici, on a que k > 0, et les n; et les m; sont des entiers tels n; > 0, m; > 1, et
dong+ Y. m; =n.

Remarque 8.10. Le paramétrage des représentations de Springer fourni par ce
théoréme pour G(2,1,n) et Ly (resp. G(2,1,n) et Lo, G(2,2,n)) coincide avec
celui provenant des classes unipotentes et de la correspondance de Springer pour
un groupe algébrique de type B,, (resp. Cy,, Dy,).

Démonstration. Remarquons d’abord il suffit de calculer les sous-groupes pseu-
doparaboliques dans chaque cas; le type convenable des symboles se déduit des
résultats des Sections 6 et 7. Soit © € V/L, et soit v € V un point dans I'im-
age réciproque de x. On peut évidemment remplacer = et v par d’autres points
dans leurs G(e, 1, n)-orbites respectives sans changer la classe d’isomorphie du sous-
groupe pseudoparabolique associé. On peut donc imposer '’hypothese suivante sur

v = (v1,...,v,) sans perte de généralité : les coordonnées vy, ..., v, se répartissent
en “blocs”
VlyevoyVays Uagtls---3Vasi -3 Vay_q4ls- -5 Vg (ot a; = n)
tel que
v; =v; (mod Zk) si i et j appartiennent au méme bloc,

v; Z CFv;  (mod Zg) pour tout k sinon.

Si e est une puissance d’un nombre premier, soit p ledit nombre premier ; sinon,
posons p = 1. Rappelons que 1 —  engendre un idéal maximal de Z au-dessus de
(p) C Z si e est une puissance d’un nombre premier, et est inversible sinon. Dans
tous les deux cas, on a que Zg /(1—)Zg ~ (1—¢) " 2y | Zk ~ Z./pZ. Evidemment,
les entiers 0,1,...,p — 1 décrivent un ensemble de représentants des élements de
Zi[(1—C)Zk oude Z/pZ. De méme, les élements k/(1—¢),ouk € {0,1...,p—1},
décrivent un ensemble de représentants de (1 — ()~ 'Zx /Zx. En particulier, il y a
au plus p blocs de v dont les membres appartiennent & (1 — ¢)~'Zg. Supposons,
sans perte de généralité, que ces blocs-1a soient les p premiers blocs, et que

(mod Zf) sike{0,1,....p—1}tetar+1<i<ap.

Vs

k
1-¢
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(On permet que ax—1 = ag, i.e., que certains blocs soient vides). Pour s’assurer
que les blocs ainsi définis sont bien distincts, il faut démontrer que k/(1 — ¢) #
¢'k' /(1 —¢) (mod Zg) pour tout I si k, k' € {0,...,p— 1} et k # k’. Ceci est tres
facile :
k C'E k- k’—Clk’_k—k’
[—¢ 1-¢ 1-¢ 1-¢ 1-¢
k—k
¢ (mod Zk) #0 (mod Zk).
On peut maintenant invoquer le Lemme 8.8 pour chaque bloc. Dans le premier
bloc, on a vi,...,vq, € Zg, et le calcul du groupe (Wm,L)sa‘.:pcts la-bas donne le
premier facteur de chaque sous-groupe pseudoparabolique dans la table ci-dessus.
Ensuite, considérons un bloc vg, 41,...,%a,,, ou 1 < k < p. Dans le cadre
du Lemme 8.8, on a ¢ = 1, et on obtient ainsi p — 1 facteurs de type G(e,1,m)
ou G(e,e,m), selon le réseau, dans chaque sous-groupe pseudoparabolique. Enfin,
dans tous les bloc apres le p-eme, on invoque ce lemme-la avec ¢ > 1 | et on trouve

que (Wi, 1)5ets €St toujours un groupe symétrique. O

F L+ ¢+ THE

8.2. Les groupes diédraux. On garde les notations de la section précédente :
e est un entier positif, ¢ est une e-éme racine de 'unité primitive, K = Q(() et
Zx = Z[¢]. Soit V = Kej @ Key. Nous considérons le groupe W = G(e, e, 2). Le
corps de définition de W est Ky = Q(¢+¢ 1), mais pour certains calculs ultérieurs,
il sera commode d’avoir défini W sur K.

Rappelons que tout sous-groupe de réflexions de W est isomorphe & G(d,d, 2),

ou d | e. Posons
_[o ¢
a=[805)

et pour tout diviseur d de e (e compris), identifions G(d,d,2) avec le sous-groupe
de GL(V) engendré par sg et s./q. Dans le cas oti e/d est pair, on note G'(d, d, 2) le
sous-groupe engendré par 51 et s./q41. Ce dernier est isomorphe mais non conjugué
a G(d,d,2). Tout sous-groupe de réflexions de W est conjugué ou bien & 'un des
G(d,d,2) ou bien & 'un des G'(d, d, 2).

Rappelons la classification des représentations irréductibles des groupes diédraux.
Celles du groupe G(d, d,2) seront notées :

d d d d . . d d
xé ),Xg ), o 7X(L(Zl—1)/2j; X; ); et, si d est pair, X;/)ang/)g/-

(Les indices en bas indiquent les valeurs de la fonction b). La représentation triviale
(X(()d))7 la représentation réflexion (ng)), et la représentation signe (x&d)) sont les
seules représentations spéciales.

L’induite tronquée de la représentation triviale (resp. réflexion) a partir de n’im-
porte quel G(d, d,2) ou G'(d,d,2) & G(e,e,2) est encore la représentation triviale
(resp. réflexion). Par contre, on a :

.G(ee,2) (d) (e

Ja(d,a,2)Xd = Xa

ot Glee2) (d) _ {X,(f) sid+#e/2,

JeraanXd T\ sid=c/2.
Enfin, nous avons besoin d’un réseau radiciel pour W. Posons

Vo = {1)161 + v9eq €V | Vo = 71_)1}.
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Il est facile de vérifier que Vj est un Kp-sous-espace de V' qui est stable sous
G(e,e,2), et que V ~ Vy @k, K. Ensuite, posons

Lo = {’U161 —v1e9 € V) I IS ZK}.

Ly est un Zg,-réseau dans V;, stable sous G(e, e, 2) et engendré par la G(e, e, 2)-
orbite du vecteur e; — ey € Vj. Ce dernier étant une racine pour sg, on voit que L
est bien un réseau radiciel primitif. Rappelons maintenant le résultat de Nebe sur
les réseaux radiciels des groupes diédraux.

Théoréme 8.11 (Nebe). Lg est un représentant de l'unique genre de réseaux radi-
ciels primitifs sauf si e est pair et e/2 est une puissance d’un nombre premier. Dans
ce dernier cas, il y deux genres de réseauz radiciels primitifs, dont l’un est représenté
par Lg, et Uautre par le réseau engendré par la W-orbite d’une racine pour si.

Pourtant, dans le cas ou e est pair et e/2 est une puissance d’un nombre premier,
I’automorphisme externe qui échange les deux classes de conjugaison de réflexions
échange aussi les deux genres de réseaux radiciels (cf. les réseaux radiciels des
groupes de Weyl de type By = G(4,4,2) ou Gy = G(6,6,2)). Pour le calcul des
sous-groupes pseudoparaboliques, il suffit de considérer seulement le réseau Lg.

L’analogue du Lemme 8.8 est évident :

Lemme 8.12. Pour le groupe groupe diédral W = G(e,e,2), on a que WLO =W.

Théoréme 8.13. Le sous-groupe G(d,d,2) de G(e,e,2) est pseudoparabolique si et
seulement si d vérifie l'une des conditions suivantes :

-d=1,

- d=ce,

— d divise e et est une puissance d’un nombre premier.
Si e et pair, G'(d,d,2) est pseudoparabolique si et seulement si e/d est un entier
pair et l'une des conditions suivantes est satisfaite :

-d=1,

—d<e/2 etd est une puissance d’un nombre premier.
Si e > 2, 'ensemble de représentations de Springer de G(e,e,2) est :

(6)7 xﬁe)

{x0 XU {X(dE) | d divise e et est une puissance d’un nombre premier}.

(e)

En particulier, si e est pair et supérieur a 2, Xee/2
Toute représentation irréductible de G(2,2,2) est de Springer.

n’est pas de Springer.

Ezemple 8.14. Les sous-groupes pseudoparaboliques de G(6, 6,2) = G2 sont de type
G(1,1,2) = A1, G(2,2,2) = Ay x Ay, et G(3,3,2) = As. Il y a aussi un deuxieme
exemplaire de A; = G'(1,1,2), qui est lui aussi pseudoparabolique, ainsi que de
As = G'(3,3,2), qui ne est pas. Les représentations de Springer de Ga sont o,

X1, X2y X35 et X6 (Cf [3])

Démonstration. Le cas du groupe G(2,2,2) est tres facile : ce groupe-la est iso-
morphe a G X G, dont toute représentation est spéciale et donc de Springer. On
suppose désormais que e > 2.

La liste des représentations de Springer se déduit tres facilement de la liste des
sous-groupes pseudoparaboliques et des rappels ci-dessus sur I'induction tronquée.
De plus, il est clair que tout groupe (WLO)féﬁ = WZy, étant lui aussi un groupe
diédral, est déja plein et spétsial. Il suffit donc de trouver les Wig.
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Soit v = vie; —T1ex € Vp, et soit x son image dans Vy/Ly. Pour qu'une réflexion
s; appartienne a Wi, il faut que v — s;v soit dans Lg. On a :
siv = —("v1rer + (" 'vres,
v — 80 = (v1 + ('1)er — (U1 + (o),
et donc on voit que s; € Wiy si et seulement si
(17) U1 + <i171 €EZk.

Démontrons d’abord que pour que G(d,d,2) ou G'(d, d, 2) soit pseudoparaboli-
que, il faut que d soit 1 ou une puissance d'un nombre premier. Si s et s. /4 (resp. s1
et s./q41) appartiennent a W, alors

v1+ 01 € Zg v1 + (0 € Zg
v + %, € Zg resp: vy + ¢/ e Zg

et donc
(18) (1-C/No, € Ze  resp. (1 - ¢, € Z.

Si d n’est pas égal & 1 ou une puissance d’un nombre premier, alors 1 — ¢¢/¢ est
inversible dans Zg (¢ ¢/d étant une d-eme racine de I'unité primitive), et donc on
voit que v € Zk. Il s’ensuit que v € Ly et que Wiy = W.

Avant de faire le prochain pas, rappelons que K = K[(] est une extension de K
de degré 2, et que Zx = Zk,[(]. Tout élément de K s’écrit a+ (¢, ot av, 8 € Ko, de
maniere unique, et un tel élément appartient & Zx si et seulement si o, 5 € Zg,.

Ensuite, démontrons que G’'(e/2,e/2,2) n’est pas pseudoparabolique. Si z est
stable sous G’(e/2, ¢/2,2), alors, selon (18), on a que (1 —¢?)v; € Zg. L’expression
pour (1 — ¢?)v; telle que décrite au paragraphe précédent est

(v1+01) + (= oy — (o1)¢ = (1= ¢P)oy.

En particulier, on voit que v1 + 1 € Zg, C Zk. A la suite de (17), on voit que
50 € Wiq. Puisqu'on avait déja supposé que s; € Wy, il s’ensuit que Wiy = W.
Enfin, si 'on n’est pas dans les deux cas précédents, on peut construire explicite-

ment un vecteur v tel que W2, égale G(d, d,2) (resp. G'(d,d,2)). Posons

B 1 _1+¢
_717C*e/d resp. Ul_ilfcfe/d

et v = vie; — U1e2. Pour montrer que G(d, d,2) C Wxg (resp. G'(d,d,2) C Wky), il
suffit de montrer que 1’égalité (18) est vérifiée pour i = 0,¢/d (resp. i = 1,e/d+1).
En effet, apres des calculs tres faciles, on trouve que

v+ =1, v+ (v =1+,

resp.
’U1+Ce/d171 =0 P U1 +Ce/d+1’171 =0.

U1

Par exemple, la premiere égalité ci-dessus se montre comme suit :

o O R ko B et ) W e et

’Ul —|—’U1 = — —|— = — = —
1_<‘ e/d 1_<e/d (1_C e/d)(l_é‘e/d) 2_Ce/d_<‘ e/d
Il reste de s’assurer que W2g ne soit pas plus grand qu’on ait voulu. Si 'on avait
Wea = G(f, f,2) (vesp. G'(f, f,2)) avec f > d, alors, selon (18), on aurait que

(1— ¢y € Z, ot e/ f < e/d.

=1.
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Par contre, nous verrons maintenant que le plus petit entier strictement positif
t tel que (1 — (") € Zk est t = e/d. Cest clair dans le cas de G(d,d,2), ot on
a vy = 1/(1 —¢¢/%). Pour G'(d,d,2), si e/2 n’est pas une puissance d’un nombre
premier, alors 1+ (! est inversible (car —( ! est une racine de 1'unité d’ordre soit
e, soit e/2), et encore une fois il est clair que t = e/d pour v; = (1+¢~1)/(1—¢¢/9).

Enfin, si e/2 est bien une puissance d’un nombre premier, alors d doit étre une
puissance du méme nombre premier : écrivons e = 2p® et d = p®, ou b < a (puisqu’on
a supposé que d < e/2). Posons ¢ = a — b; alors on a que

1+ 1+¢!

U1 = = .

P (1= (re)(1 ()

Supposons d’abord que p soit impair. Alors —(~ 1, (?°, —(?° sont des racines de

'unité d’ordre p?, 2p°, p®, respectivement. Le module de 7; (c’est-a-dire, le produit
de ses conjugués par Gal(K/Q)) est donc

|1 + <_1| _ p _1-p°
1= ¢P -1+ ¢ 1-prt '
(Voir, par exemple, [17]). On voit ici la nécessité d’avoir supposé ¢ > 0. Pour
que (1 — ¢*)7; soit dans Zg, il faut que |1 — ¢*| > pP"~!. Le plus petit tel ¢ est
t =2p° = e/d, avec |1 — Ct| = p*".
Dans le cas ou p = 2, le calcul est presque pareil : cette fois, les ordres de —( ™1,
CP°, —(P" sont 201, 20F1 90+l regpectivement, et

1+ _ 2
L= i 2279

Ensuite, le méme argument montre que ¢ = e/d est le plus petit entier tel que
(1-¢"o € Zk. O

|o1] =

|171| = = 21_20.
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